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— pentru h=3 
qme 201 6 ; 


O pentru > 4. 
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taa. T > , şirul este strict descrescător, Wa 

e CODE is 

ȘI mărginit superior de a= a 1, deci dau da = d. 
; D 
4 

< 001 rezultă că —— 

: "Lt 
ci incepind, de la ter menul de rangul 99 a adi cá 


Le 0,01. 


eu un 


[An NOR a] 


„de Ja Sch avem lâna a 


Ba em ; 


zs 


i) cum 1! —4 


Es di e 


j a 


v SL ire oin, la limita. in dubla ineg galitate, obținem 


chma, = 


Pra 
^n PRE 
(22b E Do 


"a A: le r =l). 


ft u a -Dur 


LO cele st Ll si reducind termenii asemenea- 
obţinem: Ss EE E 


== e 
on AI 


x 


Qr yid 


€ 


pst 


T Gan A0 


JE i 4 EA F a [3 +h Ep 
LE erem RI S T 2 An = f Së ee deent | 
(TRI D» ow SS k)! 
i 1. a €T A. | 
D HIT (e "n 4-2)! | 
: x AN YN | 


nk 
an + hell 


ti ee em 
H 
21. A 


m (a dy i — an e 


m 


Qn 
1 


E 


=> fa dy EN 


dii) sia Su: 


XP k er | 1 i) b 


EU ERR 


nm 


A y2 


mise ee 


dod 


sp 


DG 


Em 


L 2) E (&- | 2)! (e + 2)! 


de 
“El! 
eee in, TE dë iiSi eiae Sed, 


" e e FEE 


ne 2 


0 


na peg (b—2) | AND, DR 
mat ; ET 


St Lige La E 
Ja- acelasi numitor şi aplicind metoda coeficien- 
E I 3, B md, 6 == 9 LA 


gl i^ * 
EC S B SS 1 E nedeterminaţi, obţinem: 
SE d c f E : ` 
El E k +. — 13. 23 n 1 n 1 
3 2)! 2 l.c. i 3 Ss i 
m T SE ) Ls, eg zP 


SCH palpa gp 


Al! i ha Boom ci m-a g 

na SE — e CREE XE E ea De 

x em eum : ear id gp? "» TN Ar 
| we TE SE bk i 

t. om (E = 2 ME (e + y == 1 + D e ] dide oed pd uc 


E DU RA - S 
euni pes A: vade er nte pee 


e r ni pt 7 ns an 


(n — 1)! 


| 


1 


n 


(LE, 


R1 


i 
ril 


deeem 


51 
i cl 7 


| aed 


+ fe hl db 
Eeer ee 
tal 4 (n—10D)!l n! 


Eu: 


2m Du i 
( 


3-00 


eee f 


i E 
EI 


SE 


= tacos Kë S P 
ida 


(eg 
E : 


B pp, 


Pi 


4 D 


R2 — k 4 k — A EE, 
Lado clu ESCH gemeng E nt? + 


Ea k! nl 


3D - 1 E 
RS p 


dr 


=> hm da = 
Tir) 


miei iii. re 
m Lem 
opes ici, € 


? p 4k + 4) - 1) I— (48 4- 4)- 


E 
Ec T5 


k DE í 
E 


i È us 
F Bi i 


F 2)(& + 2)(& + D404 


"EN 
m da s > E p TE ES s n 
Lo Ruie Ww [orp 8) 64-2) 14(44-1)(4+ 1) ] = (E 2) (84-2) l- 


es 


lim la cL 


a 


ES 
d 


i 


si decr 
: | + 1( (b + E 1)! = (n o)! 


cont S de 


8) P p: 4 (n E E 2] Za 


| ERAS O 
i : im = T e e e a) (n 4- 2)! d. 2, lar în calcule s-a ținut 
vH) hm dn — lim p E 
2 n ce non 
E 
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Teste de analiză matematica 


us S 
Ve 


Ae 


Ex zyoltind relaţi ja de recurenţă 


o | -5 ; i = T ; RS c == — CH: obtinem1i 
sum yt Es k GF D pal eg C rni A PaA ka 
un Ea : k=l M 3 pt i d Laa 

gt 1! itl 31 p 21 ES E fe, d- 1)! - TT SE (n, 1 di E à EE E: ¿q 
=P ls ie e 


Jm lr AS SS 1) (n d L2)? 4.2 ES 3d 
Deci lim da = e 3 Ed 


a o „Că = CH = 1, Adunind cele n — ¿4 1 egalitátl, după 


n l RE ere "menilor asemenea, obti em: c e 
A nk de 2) A (FED AME. E a pd. enil ra mea, obțin 
E > Pe FII EI ir Ck — CEA + CR +. CE deci lim a, — 1. 
sd : as , eon 
1 mA d | 
EE E iv) Considerăm egalitatea: (1 + x)^(1 + x) ati "m 
2^ (nr | l . Dezvoltind dupá binomul lui Nos ton, inmultind termenii 
yc n [pd ko din membrul sting si identiticind coeficie ntul lui Ab din cei 
- Cl doi membrii, obtinem: 


k rius ^h o^ x 
Ci Cm. + SE e r3 BE esa + C D f ) ces Ch 


D uM me 


Dacá Sg k=n m si finem-cont de formula 
combinár ilor păcate Cr are, 


mc 


i | | 

Jr ma " EN SÉ ^y) HM x 
Ck — Crt, vom obține: Y, (CHIC, deci lim an — 1, 
Bn FUI 


mului lui Newton. v) Ca si în exerciţiul precedent, calculind coeficientul lui 


ah din eg ralitatea (1 — x)^(1 + x) = (1 — x?)* obtinemi 
0 pentru n impar 


lim du = lim i 
> 


Nr OU 


(-- 1) - Ch pentru » par 


S (— 1 ys e (62) 2 == | 
9 


termeni pozitivi, atunce pentru n — impar 


A CH C^! 

"Ma Ola Cai nil pentru n — par 
lim 7 F4 £2 CT 
E C n' vn uu 12 

"EE ui 4978] 

dp (n + Y d » -Z R3 -4 

SH zz lim "RP 4 R ^ 

1 Fire è 


Get 60 


A 
ls nint == - je 
unde in cak cule s- PT 


b 


Se consideră binomul (LAT. 


vii 
s Pinomului lui Newton si 


: după i formula 


Moire: 

Kai 

(y = 10 y 
Gesi 


e ma 


00034 C 


UT 


(i = 


Identificind părțile reale $ 
relaţii obținem: 


ix) Pornind de la identitatea 
1E dV KR = (1 + VE de 2/2 iy^ 


4 binomul jui Newton obtinem: 


sa 25 COS mm + 
4 


| EI NT 
rad ied LC. = 7, COS — 
> nr 
e S 55 DH iia e D TN d 
e ii +C umm 2' sin "E deci boc an 
viii) Dr Aes (2 | 1)” SS Zë i Lo)nv9 xs C ° SE? + Méi 
1 = (2 — SE za sei DĂ D. Gs DN — nn 
„gaz NO TM js SSC na TE 5 en Li 
| : gra do i 
Bin aa = in ap 


care se dezvoltă 
dupá. formula. lui 


id CLC zech 


e D A 5 1 SÉ 
ci cele imaginare ale celor doua 


IY Tita erii. E | 
x) Fie yn ix Ca F Bach SC b es 
Sp = CA 4 CPE BOTE p usata 


„unde e calcule am aplicat formula Gëfter complemen-- 
tae = CS Adunind cele două şiruri de sume obţinem: 


BS rm ACE CLA uo EOM e 29 mS. o2 
pres i 1 | 1 
Fie Sa zm]. es a Fo. des GE ag E mL €— (C1. i i 
l 2 m1 n-i 
SE E 1 "T 
qa bue PEUT (2*1 — 1) unde în calcule s-a 
V wj . 


Pe Eleea 


ținut cont de relația de recurenţă Cham. 


p e 
GE 
Wës lero CR p TRES d Sieg (ho. 
z SS ni " 
^n —h41 n + 
5» 2 "d 
Deci lim a, — lim — "d A AE = 00, 
ncm Mer. em -( Ond AER u 
n+l 
xi) Fie S = A. Ci sin kx ṣi C = 3) C} cos kx. Calculám 
A9 R0 
"n 
+ iS = SS CF (cos kx-Eisin kx) 22 Ch C (cos a--i sin x) 
= [t + (cos x + isin zU = (4 -pcoscox +-1 sin a)? = 
x x o i xf nx 
æ= | 2 cos — [cos — kim —i| = = 2%. COSR. — [cos — -- 
2 2 2 2 "MN 
pos HEY. à; | ; e | 
4 isin— |, unde în calcule s-a aplicat dezvoltarea binomus 


lui lui Newton și formula lui Moivre. Identificind cele două 


(i A 2y^ 2 ia 2C ón: + 4 de eco sume obtinem: 
1/5 ar . E — pp) VE x ae, SI nx 
4 i2 (Cis. — 2Cón + ACen ) ; oues cos? — * SIN des si 
(=t + ap^ 2 iy n= 14865 — 64Cgn T + T 4 e 2 
i i d Hf 4 Du z i 
4i 3 iV2 QC ime 16C$, 4 12805, - - 4) - E : £ TL qn ^ COS uid D COS nX e 
jbtinem: Cin — Ca F dën — c 2 2 
părțile imaginare ot i 6 ere " "T i 
= NC, BC + 64Cón — ~) deci Him. da Deci lim a, = 1. 


xii) 
Dezvoit 
; T G _ A A Ci 
= CO 4 + ES a u Ke 4 FO 


Hu zB : 
ism du m: ES A ec PE EE A 

== i OC aT ^n 31313 $4 ; M 
e , coeficienţi care înlocuiți în relația 


precedent á v D a: 


(he — (A — 2) | 
AR aa eL de atu T 1 Mk — ME — DIE — 4) + 


m j 


p obținem: E 
3 MN E + O + d Car SR Ca fek Fia 


C ocficientul lui a este 


SUE ere C30 dC: *4 12 M5 (b. 2) A 
COME a ) (5 7 2) (&—3) + m - klk — T. (& — 8) > 
SEN relatia de recurentá a Tag rca 3! 
cd "CR dv 065 T + 12 Ce - ACH 


a — E ; 
E EE CE obtinemt 
n CiCi= 10 25 Ch + 12 y Ci 8 5 C 
i E | er de Y 3 Lia 


es k- EET Ck 42 
9 


a linind cont de re atian Cta XM. ^p. " 
$ clația: _ C? = CI! obţinem 


EC Ch. erp, E Gin E 


n 


lar 
| 3 
akti gelu r O CGC — EE | 
ES EE Ke Län în eg : CE, 412053 458 Cha si lim a, = 1 
ma fier) ` 
17. i a mo cb en CH a S 1 

) n 3 i a + SES =p zen m an + 


Pentru £ a obtinem! 


Cip GEET 
+ SA 


ae— 8 


D 2 p A L I — mu x 2 
F i Ch * cS 4 en H C? d E e Keng PUT? 
j | dg : Ji 


i = E H i 
Y SC E SH er NONE 
id ga i* 


Go torn 297900000000 ` 


1 dg 


pi TUR LS f$ 


4- 
A 4 


si aplicind formula ET complementare: Ca = ca 


obţinem i 


oa BB ` ) po ui 
A q” 
xd n 4. SS. 
1s (C)? 42: Gë 4-8. (CHEF mm ce * Cini” dot 
| E gate 8:51 
ES. "+ gà 


lim an= l, 


=> lim ap = 
f n A HW v M A 
$ fio i 


b ius 
d 


x j| il vom descompune într-o 
SZ ed zu — np — E —4 + 


sună, de forma! 


in progresie- Leien H { — yA 

rogresie geometrică: EE eed deii. ] 
1 E a di^ da geed (e ene fiind rafia 

UM 


progresiei, iar a, — primul termen). 


Cum din ipoteză 
n ipoteză |c| < 1 => lim c3 = "AN 
: un ci — D si cum 


: fib 
[bc | c1 5 lim (bo) 3—0 slim a = — Dd org 


4 [^ 2519 -1- rm WE? 4 
18, lim — $ 


Pico 


34 - + -B 180 = 11 (he d 


pentru p <$ 


Pentru n= ie 5 == ama + D 


| 4 4A +2B4<C 


pelo S= += 


ED 


Q 4 8 29 ed 
, 1. 4,9 16 164+4B+C 0050 ,q>p} pentru! 
a nde Sahara a + age Sie 112 E 


4 rq=2 rn d ws 
0 oz 


-- DO " g 


A V 
GA 


19. i) Fie N X A LsiN >0 


1 — E pop — b ' E n 
Ki dle i pd") jn. as n T De D SE lo QN == ^ 
de i-e! ar DEM m KEE q tu N = ¿a og N = PE gi log N = 


fps ges. | : 
Re a b : m 
PST as [lces ey dle pot. 
+ pc: +. nn] = | M P LN (bc) i 
1041 Leg ere 
unde în calcule s-a tinut cont de formula sumei a n-terme 


P 


40 + 


bonion . monotoniei functiei logaritmice cu baza suprax 


I agio p RI 3 y. A 
dele SLE CONVE we unitară si numărul pozitiv si subunitar), deci șirul este strict 
S Ino descrescátor. 4 
are loc dacá ; IE» > lim dose. ped Sirul este mărginit inferior, deoarece: 
31250 pn i $ 
| 42-12. 1 ter d 
ni A la [TOT Ka Üg ci. 


2(m4-9) 2. 2 


Hm 4E, ==" - log, N. 


$156 ELE 


20. i) ege 17 lari. + E E bud E b, nri : $. l i Ah | 1 
a An ki p mm LA ADDERE 1+= ba eumiid- —-] «eme —1n2. 
anyi E Lid pap wes pa i cum 0: ei (8. Y") We. 
| 3 mU 4n H4. | n? 4 4n + À | EO 
de X 17 
(din monotonia funcției NL atunci. da >0 şi ali | 
Bai — bp > 0 deci şirul GA este strict crescător. E TAE Ee n! NS 
în] QT AE e Im CS y 
Cum 5, este eo sumă de logar itmi, deducem că se C SS i ur 
n 
22. O:« = y) Loa) a ^ 
BEE 2 bi! -+ kn) =- a [I (14-4) < 
1 " Be venue | fa f ECKER x E in " (1-4 n?) ebe In(1 MEE: 1 y 
CHR > EA si Lui cont de monotonia funcţiei loga- O Za zd 1) E 
| | 2 24 
< — In(1 + n). = — In(1 +) s — Lais 2n + 2 - 
n ue 2 4i m. E e? n^ n? n? 
log, —— «log, zi = 1, “deci ba <1 şi bp >0 pentru mtn 8 EK 
; 28 A z 21. s < ais => D s 4, <— => lim a, == 0 (conform teos 
7" H jl Ni» UD 


orice » natural, deci Le - (0, 1). 


emei de trecere k f 
ji) Evident, șirul rs este convergent si remei de trecere la limită in dubla inegalitate), 


23. i) an = In (1 4- n) (2 +n) (5 Lab = 


i | l d S , a a VES * 
= ln |^" d Fb ! l- z] i + zl | -+ > | - În patat ES 
dd n D 
+ ln li ES ell T H | | + al | SE (1 + a -+ b) in 4 En 
1 


lim b, z= log 


pir [re] MÀ 


; AW f D "nod. 14 i L 
: NS y "A e LOUE : E H t if 1 2 ^ (i f a b e 
DEE d sot — pi n I] p-— unb EC a E 2y] 3 ; : v 
We E ha Ka A? + in [114 EE E si trecînd la limită 
"i ^" 7 A i 
vom obține: lim a, = (1 -+ a+ b) limlay + 


N->20 co 


"ET n 2 ye 81 
-- lim In [| lb | Y pua Du bh E 
"ee. EN RÍA n 9 
UE 


—(1--aL5hmlnz Lini-(tca- 


n0 fio 


NM ONES | | Ca d sso] J n.d 
Ex A ABEL ULL M - In ME 
EN in (n As d ID kJ E 2n , 


dui o ——— dusi — Un > ES 
ati ec E 1) P Cani de vi / -L 29 + 1 


. Giro elen ? nu mei avea leña sull: dech în Ze, 
dn care a 1-b -1 0. E | Wat sa 
îi) Dezyoltimd girul (Bone vom SE 
bu =112 + 4103 +6 ln 4 - 
BER | 
+14 4-2in 5-r bino- . 


iUa. Xn OR Y da Pg asa SE 


t- Tn (1 P KÉ Lala Q -- 52) + bila St - 
. 9]1n2 (a n ln 3 + (a + b + L 1) In 
4 (a +0 D 1n-3 +. + 5 BEE: Ei SCH In * + NI 
d la + 0) syin Q Fn) +0 is (3 -I- n). ef 
Suma a a efectuat în asa manieră încât să apară factorul 
ca -+b -+ 1, care din enunț 'este egal cu zero, deci: 
5b, = în 2 4 (a +1) la 3 + (a + 5) 1n (2 - dek H ôln ; es 
jb, — n2 a 1 în 3 4- ln [G a. ay] = = 


" $ ab A b 
Les AN RÀ mafi SY" (o 3) Jas EC 
n YN 


i ži pa b 4 d 
capwen (12 rs 33] 
nj. RI. 


+ (a +1) In 3- j- { 
„Sirul este convergent dacă a -+ 2b = 0. Rezolvind sisa 
UA vom obține: ` 
l a - b | ] ES 0 m dz — 2 
a 3 2b = 0 | b ud 


si termenul general al șirului (Geng va fi: 


b; = în 2 — In 8 +1n [ qe Eb 
. n). | n 
3 
A E Baa 
V n 
= ln E la en 
f 8 2 
jd 
E 
2 7 2 
“Trecind la limită vom obţine: Umor I G 
: Tpb— 0 


le A trebuie cà: 
4 


4. 24. i) Rădăcinile ecuaţie de gradul doi în cos x sinti 


a — ] 
Tee D COS X4 ——— 
cos X = 54 (a 1) n iss Rai a 
4(2a +1) 1 
COS X4 — — » 
^ 
EC E arccos = 4- tes RE d dacă —1« m 5 <i 
2a + | pati ^ 


adică a € (—oo, —2]U[0, co) si 


ES SC 
i Xo E d- - 2km 


sez]. 


îi) Pentru ca ecuația sá admită soluții în intervalul 


BRE: d bow M < => 
Z “apio 
a --1 | 
EAS cR 1<0 a € (co, —2]U|-— - 
Sack DS Es 
=> Jn => d 
ci pe. iu. 1/3 | 
se rue > 0 a E e V. , |= H 
2a | i 9 V 2— 2 2 
[14- V2 
[d H SN TAS es ns 2 —2 * 
a r2 
PET Pentr "LS ~ d4 PES An SES 1 1 — 
iii) Pentru orice an > 1 avem ————— > 0 deci existá 
Zap + p l 
O valoare A == Ls cu C € O, E = 
2 
Fie (4,)uew, du 2 d un sir monoton divergent. 
Ge An — 1 
Siral (1) nen CU Up == COS C, = = este mo onoton 
ES + 
"n 


crescátor. 


de inegalitatea M 
245, 


(2a, 2. 1) ( da 
| sei des > eom GT An —Á L — Dai 


Masă eci sirul Line este 


pau 24,25, 4 ka mi 

sau Blut z n) D md, 

monoton crescător, 

Sirul (in e Ze dedi este 
Sirul (leg esto mărginit superior d ^ | 

convergent, Avemi 

T dn — D 

fun a, lim —— > e 

po: meda, d P 


este monot crescător si are 
Deci, sirul (eos. Calne este monoton crescător $ 


limita CR prin urmare e pentru Cr € T Ü (An este 


25, 1) Cum progresia este crescătoare: 7 > 1 și conform 


relaţiilor de recurenţă gne DEEG 
da e Di, Angi PE Po "az, deci ab + al al EF D ou 


p... a? E Za dÉ E 
di A. gb Al 4-77); a — al = ar !, eu Tai n 
i 1 t. 
p p. mg 1 bag TEE eme inl diim E + een 3 
ei ab y DES, Paca ap 2 
E a L) $, m1, 
a= pLi i. dtm 5 rmi! 


dect raportul nu depinde de n. 


unde valoarea limitei s-a determinat analog ca în prima 


4 
uo TF ERE T piae anc Ed O e 
m Ana = fs, dna 7 "ai | 4 17 
£0 4 am 
qa 
-— TEE Ae = Soluțiile ecuaţiei pate vor fi 
ZE 
, 1 3 
A E al zm A AS pe =z — A 
ncn NFPA TR es 
| sa : D lim —*— =0 se va aplica, de exemplu, teorema lui 
Tar soluția care verifică enunţul problemei estes 7 ==% po yP + 1 i : 
p Si $ ZS b 


dla ieu «x Bes) 
Wed az a? 
1 [ 1 
ei de ds Kaka p NE od IA 
ir aye? 
sf 1, E 1 
= A R pic EET s SEET E 
1 ES y? i y?? d i yin UD] 
1 
1 1 : dM 1 1 af 
1472 s] no 4 1 LL af an E: ER 
E T ee enge 
fe 
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e Dm |1 — e a e meei à 
nn: r a r$ —1 
.. Ld 1 > 1 1 | 1 e 1 
lim S, = ——— lim |— 4- — - LL lc 
mm 7? — 1 neo |a] ap at 
1 2 4 
1 1 et 
+= O enne menge ZE intct i 
7? — l1 al r?—1 


limitá, 


P — 1AF B p 
jv) Re = =] - [5 TM AAA m 
Se zf LI Pl) 


Ta 9 y 
elm R?-limit--———l a 


p-> [a y? 4 1 j 
ro -4-1 esc it 
— Ä D A E 
a i e —2 TÉ qi fim 40 
ez dim 1] — -——— | ic pP Si — c? gem T, 
PA ; 7? J- Í 


Pentru determinarea Hmitel; 


te aplica proprietatea de trecere la 


PHo als sau se por 
d (sau Proprietetea- -clegtelus ) şi anumei 


mita in inegalităţi 


2p 


EEUU E — 


Oe = 1) + Che F o rar Doe: 


i 


E E 


———— 


Hi ^ 
Trecind la limită pentru b = co în dubla inegalitate, 


vom obţine valoarea limitei 0. 
+ B 


o a 
-— ——— LP 7 BE j I IMPRESS 
26. i) f0) = Segel et Die 


Tas e TEPL c^ i Kg AAA BRET PSU 
decl f(n) | K H1) bis E12) 2"! 
Efectuind "i și Eé numărătorii obținem: 


R(n - + 2)(nA - B) — n(n + YA — nB == (n 4 3? + 5. 


Aplicind s coeficienţilor nedeterminati, după ce polis 
nomul a fost ordonat descrescátor dupá puterile lui n, ob Dir: 


nem sistemul: 


44-3 1 


nin + pn qa (n - 

n 
i 5 (i - ] == 
Dd, = ap au Haa EA 

d x D j 

RE d m— 3 e AS z^ Sm 6 E bo $ 
a E 8-4 

n +3 | n is A — T 


Reducind termenii asemenea obținem: 


! ¿A Be, 4 1 ZE 
E SC Pë EE iar lim b, uod. 
SC? "50 d Dna (n " 2) 2074 dm 


Ed 


z 54-4 "END 
MADE PM 
(n 4- 1) in 2) or 
EE expresia dupá forma numárului e obtinem: 
=} 
lim C, = e Ede 
Pc p e 


27. i) Vom determina expresia termenului general de 


forma: 


Un —À gut Jj Ay” 


unde constantele a si B vor fi determinate din condiţiile 
initiale, iar u, v vor fi soluțiile ecuației ca EE asociate. 
înlocuind pe a, vom obţine: 


i | 
qu A poti — au^ + pon — - 4 (aut L Burt) > 


ue a SECH iue ^ i 
z> gut et — y -+ H 4 pur YA m y 3) = 0, 
2 “4 m m 4 ^ 


jar ecuaţia caracteristică asociată este: 
1 1 


x? — X D E 0 = X y + Xa zz oo me ll tm Yom n => 


Conform condițiilor initiale avem: 


99 = E i H : H 

"m P oua 1 = dim a, 0. 

si Pr e D EE nero | 
2 2.9 


ii) Ecuatia caracteristică asociată este: 


a? — 2x + 1=0=x%=x,=- 1, lar radi a termenulul : 


po 


general este: ap — X 510^ LB: Phu x dopelim 44 = 00. 
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49 


A7 


AT 
om considera ca fiind: den Ru. ek 5! "LE 


ciată, relaţiei de EE este: 73 pu Re : j 


e Ecuatia caracteres asociatá ester 
ni . zd 1 g7 gT „deci 4; Jen 
Pi ae DNI RE. termenul g general îl Ru D 28r. a S y? ge Tae al p= 
j "Bobentühnii oO aM eon A p 
E terminați CFE ajutor 3l condițiilor 1» 7 3, Ha TOT 
à, k 3 


bi Uu à wo Jo 


a. 


Impunind cidit iniţiale obtinem: 


A 
H 
as em dp 7 1 dor d rezolvtnd sistemul obţine: Sg d MM 
a" 07 2 ES menul general al șirului esteia ie 1 STT 
d. D" be Z | £3 $ owe E: 
i 2 BY ve W E pentru 4 impar 
j ho 2 pentru 2 Dar, 
"7 1 T i n 
1 2 1y e 1 29. i) Conform aT ET 
=> la c + Es E n => lim An = Pu ) Te Join: 1 de rec "üre ntá av Se 
; 3 y mn 3 e jS 
= Va, aya a; a= Y a. pla + + Va a, as 


r — se demonstrează prin B M 
eniru a studi: 
studia monotonia sirului vom SEN metoda inducției 


iv): Sirul Lo, Jaen este crescăto 
inducţie, 
complete: 
bi 
Cum m= 7 < d M" gosse: 
. X j >> » 4 <d> V a< ya- Vasa cala 
| > H 3 => V "E y & La dao CO + ^a c Va, ex T t. 
- didam 
2 pA a IB il E mosaic g $67 
o o ad dg), d, së V.a< es 
Hoc T $8 5e P Ree Va =. DC Li a, evident. 
-" Presupunem adevărat: : 
| l ie pont adevărat: m, < äna Și vom demonst ` 
a e, së, v Tni X Ap: si vom demonstra- că 
a = > ty ti A <1 a; aa. 
; g 16 128 ss A ati cie =V atang > a 
n-a d di ma PUR ug > A a. 
se demonstrează prin induc tie că șirul este mărginit, deoa: pasul precedent, gert: a? mer Se: T nd de ¡50 1 din 
ye L & GË E Dl BL er IE 
rece dn | pentru xn c N. Modo a T m CUm an, any Sint Sum ra pozitive m à) (an Ga As. 
1 Onverg E p fS dn deci şirul (a Jos t dn — daa > 0 > 
lune este monoton cr esc itor 


C um sirul este monoton si márgim 
aceastá limită, nu se modifică dacă inlátu 


are o limită unică; 
rám un număr finit dintre termeni, deci lim an4 pci an= 
i ToO 


elatia de recurenţă obtinem: 


F 


a, = y a +4 
me] SP a2 = og E Ai «44 E 
F Anai SA+ à, deci az- ; 
i d , - da — a <0} 


'Trecind la limită in f dos 
acá v Ao. 1 : 
ă vom rezolva inecuatia obținem 


= F + ka Bb a0ml—i— Viz 

| | | WEE d 
dedarücé şirul este märg ginit superior de i. | -VIF Y p , pg 

| —Y 1-422, 1+ Y 1+ 4a i 
2728. Vom considera termenul general de forma: dn s(= E AL e S | 
bas T? n af P la ¿ ES, unde y Ma, Mg VOT A op E a 2 Ae dar CUM d4 > O = 
folosind, condițiile initiale, iar T, Tp Ta vor fi, solul Lx» ( a " i 
i so => An: A Ve dicen, | evident pentru orice element 
d | pentru orice element al 


ecua atici caracteristice asociate, Ecua tía caract 


50 


ai 1 Se < DEM EE 
siru wi >0 < da d a d h kl 
2 iot p = gni Lan Tou. care salisface relatia: 
Fiind, monoton Crescător, Si Leer ` Sr mw € A — Jes 4-325, ca. 4- 1 dar ; SCH 
cetei pentru oricare ar fia >0. j " i at Ap > d mmu. Em dä sn O 
= si 7 : Set Ap - a: wéi 
ii) Din egalitatea: gii. 4 da si finind cont de pro: şi considerind pe b, = «n -+ 8 rezultă: 
„firmă: dacă unui sir converg se ada Ett, dpa Si s. ds "m au _ 
| (n = P) B] — Tolo +1) +8] + 12(ap +8) = 6n +1, 


poziţia care 
sau ise scad un numár finit de termeni, limita sa nu se isi 
modifică, adică lim 4; = -lu Enk m dnp unde k si p sint e Puri Kean Ave g> g= 1, B = 1. Cum termenul general 
nerto Yir 00 c s 2 e „În fu "E b; rez vită PS ET 
a S P Ne. i că, cinei a n "P. 
numere întregi, 3d putem spun Ali mds en dici s Ta: AR +a- 1 și din a RE raba iniţiate ui á : 
E 2 aS S ET EE ` n i TENE A cà da 
(evident inláturindu-se un LOS bd S a+ Ss > 1, deci: ap = 4^ — g^ padl. 
_ ca 5 —a=0 cu S0 dedi Be T+ Za) = îi) lim (4^ —89-L5-- 1) im 4^] 4 — OE EE: 
E SI, f É Senn. E == Ra NER, Zen Cen, 
i T . 1-00 4 ` 4n gr 
| 1 Bee X5, ce observ că limita este afi | 
=> lima, == . Se observă că limita este rafio- | 4 
ET 4 4 au 32, Pentru ay i NN ES 2 
dial dacă VTH E E Um E unde k Cc Q => 1 SC 4a == È > í " ` SF 2 & En ML oe ER a E ES 
4 k | (x b E j 
n= o 2 | | | l 2 
-30, i) Sirul este strict crescátor. Sirul este márginit, e t m i E 
tural a, €; [a; 2], deci sirul este | AR EAN 1 p 2 
deoarece pentru. orice n natural dy i: 2], A 1 "UP IUe DM EE L _— een 
== D Cum sirul este convergent, Va o 1 à SE me 
convergent si fie Î — Hm dn. ur que E (- F ana | | CH 
Mir 00 í , v — D 
2 ) 
atunci dacă. inláturám sau adăugăm. un număr finit de 2 2 
termeni, limita sa nu se modificá; vom trece la limită ía " i y " - | | 
Kee Jan | " S cum lim -— == 0, li m GE 1- 1 , i 4 * 
egalitate, deci: | == E f n-o DR "aem Qo " m qa 0, atunci şirul 
mmm ie b A E A 
" zb Xue N a (rco 
ne (ES cos LT URS SE x nine este convergent dacă si numai dacă & € (—1, 1 
— REEL tl à ȘI COS 4 1 g E ( a 1). 
i i Dacă 4 T : i 
„Dacă « = —, atunci x, = dope. proc v 
2 à on 3 7 DE " A 41 2 0. 
3 ea COSE Te 1 - 0, at l 
E : ni JT MEE o a D m Jang dg f ! 
m unci m X, = 0, deci șirul (x,),aew este 
convergent pentru a € (—1, D. 
ica: => lim 2, = 2 z H ja. Ewe 
EE kv Xai (xà — 1)? E 1 x — a, 
ia caracter isticá asociatá sirului d X se ( ae 1j? + 1, Nass ÍA a pa E 


31. i) Formám ecuati 
forma baia — 7b; id + 125, — 0 si iolocuind peb, cu 7.9 


mem: £r 12 SÉ >= x fs 45 aucem 
$ ATE 5 . MF i 
=== fi: e y Mar 4. : TF Per 1 c [0, d, 


D 


EE ee 1 oss 3 o EE TE 8 
Sai = (a — 1944 1 ṣi cum a € [1, 2] atunci 


sa. dete ye 
rminám acum termenul - general de forma 


* 


oda in 2 $ in "à antísrrs atlas » : i 
toda Inductici matematice, presupunem. el 


deci ar T 
Din S Bast SC, norte t SE a a. 
A es p i EN si OA i penru Va eu N, lim ee xm 1 
: $E QU ORELLI i ON SH ox . "besos b n 


14B>I8R- 


UE ET Ru. n e MUN JU N e 794. Vom arăta că situl lan... este — 
: ` de Ec ND i E ^s ad : c Ze SE A i E F à. UY s E PA gre as as n n 
ĮI}  =>[= m; deci sirurile sint nemarginit și mărginit superior, iar gir: 1 ; Sei este monoton crescător 
Wet e ni uy 1 Rd d edu m Wa MEN. ES monoton descre 

i s ; E cátor si mărcinit inferior- nJn€N tov | descres- 
lim a, — co, deci sint divergente. 51 mărginit inferior: : 
"toen ` pius l 
35. Cum dy € (0, 2) =a 
Avem! dt — dg = 4 +5 205 
geg q Ls Be 
=> di C Gëf 


_ Zot bo dot ad 


Loi 1)? a 
Sá presupunem, folosind metoda inducției că du A <A <2 

pai RE e ea ani éi A «8 
sá demonstrăm cá 44 < 45,4  2- Avem: dipy = 24 1 8 
E (0, 2). Să demonstram că si 

; Ino GE 

e—d4424$9- 9 — (d — 1) > 0 => 
tru Vn c N, 0 < an < Anu E 2, deci sirul 
== lim a cu 4€ R. Trecînd la 


Ti—o0 
limită în relaţia de recurenţă obținem: Ji — 2? — 8 = 0 = 
= —i/ 2> lima, = 2. 


ei ap 0, dy m 2, dac y, a im 
n ; Kee 
două șiruri! 


Mica : | 
6 deci ay <a < b ¡¿ <0, 


36. Vom determina termenii generali ai celor 
| sin 2x 


gegen 


sin X 


a, + Ly 49 == 005 X + COS: X ==, 2.005 x = 


MA AE => 0, deci : | 


| sin 3x 
os. eos La" TT 
sin X 


| | sin 2x 

fi 443 COS. + COS La m —=— 0 
s | sinx ? 

Folosind metoda inducției matematice, “presupunem Cd: 


$ 


An Z Ant e: D H b a 
TEE și < 0&1j^* On pentru orice n natur | 
Sir ; este : WE , MAG natural, dec 
dips ep este strict crescátor $i márginit ens dir 
de ȘITU (Pen este strict descrescător si mărginit inte E Q^ 
e 40, deci.cele două șiruri au limită finiti, > TONS 
Fie a = Hm | : ^od v 
= Bm a, b —H A tand TE 
ii 


Aaa + De ; 
AAA rea y a +b | 
2 H ezult à OG oa $ > c b. | 


Sir X 
SE 712 E COS £X = 


— atunci, 44,; = In €08 X 


sin x S 


ditatea a, = 


sai 


sin v 4- 1) x ^ Sin na MN Shi 
n (n TE => go = rece pentru Yu E NN 107. 


Se eem == ` 
sin X 


sin 2x 38. 1) Relati 
i relatia desfecurenti a sirul EN 
) tia de recurentá a șirului de matrici, conform 


roprietátilo "A H 
proprietăţilor de adunare și egalitate de matrici, este ade; | 


ărată pentru fiecare dii "ruri ) 

j in cele șase siruri format A 

ele ie "ooo șiruri formate cu elemen: 
e corespunzătoare matricilor, deci ecuatia caracteristică 


sin X 
ar o m AER NUES 


sin x 
O sin Zg 008 y d sin 3x 


b, = Db, cos x — b, = - : um 
` e i sin A + 7 St 


Sinz 


55 


este: É 


asociată relației de recurenţă, “Condiţiile inițiale vor implica sistemul: 
pous 0 zem 1 si Ra ai 2 1 l Wis EL U d- z V ch W Ns 41 ! : 
: U = ES (64, — 541). 
HY. ^c MAR), matrici care vor fi Aj mU PP | 
elo] V, unde U, P € Mag j r >d y S | 
4 | p [ + de i : 2 3 3 | "e y NT 2(8A, — 64, SE EN 209 | 
dia condiţiile iniţiale: d b i TN po Ee | 
deter mina ite di Ay = U 4 —V-4—W W = 3l 40 — um A, 4- 3A, | 
| 4 9 2 2 | 
. A — 1 7 " ;: {13r 
Dar lim 4, = U 4 V lim | —] AIW im (1 — Um 
Den nro 12 : ECCE 
ifi 9 
2123 25] 
n 
a n lim NS 39..i) Sa = bi + da p — "op bx ei 
Dar cum bes 3 fcd 2 
i € € 
ui s ba < P Sn = Sn + Boa d yag dels + ba 
: i " è beir si : A 
| xta "aţă exprimare a șirului de matrici, y je AX 
ii) Vom căuta altă exprimare & y San — Su == bua ck Ent —— _ "Nyk a 
anume: E 
um Y M, unde U, V, WE cM 22 (R) l : 
A e ficientii < Sa — Sy «(n — N) 5- «75, Tom pártim cu £ si obținem: 
le vom determina x conditiile initiale, jar coefic i 2 2 ; $ ținem 
g 
Ee or fi solutiile ec uatiei caracteristice asociate șirului, : | 
a, B, y VO determină: YN E Sn SN, € ; 
Ecuatia caracteristicá se RE iur Qr Rr Na 
DE W) = 11a HU y prt2y - La ER n 2 d d 2? 
pert an "Sp. / ap d z TU TT 
blo” i 37 4 B : | 
TEE ngr A. G^ V + y^ W => € Sy t | 
A A. gH ME Wo) wU + P E ij DACĂ romi i Di a aa pentru n > N’ rezultă: 
E a Syr L BUGBE — 119? 4- , 2 n 2 
po en — 112 + 69 — DU + BEB T S | S 
T P i d 47 EI Vn — , AT Kä FAT a ; B D p 
dl y^ (6? - diy a -+ Gy ma 1) W = O, — E < 253 ZE, A > N p A => max (N, N ?) deci lim —5 = O. 
i j A 7b B Ti—-00 ER a 
asociatá este: 
Sar ecl atia Cat: acteristicá as "m "NT | SE sie " 
far ecuajld Las: ` E c eie ii) Considerínd a, = L + 5, => LIO D EIE UM s. 
649 — 111% 6x — == pl 
1 2 «(7 b, + ba EL. + 0d 
d E U = ÎL + GNE E Irecind la limită în inegali- 
| eoo us A aa -H E 
tate obținem lim m oor e Pe 
n= n 


dv) Aplicind lema iui Cezüro-o tolz SEN d, 


1 xe LL ES ES 


dim UE Sc MEOS MEER T EM UR 


` i: e 1 ; E Est UE A v. 
| ]- 2 a 
ELS ES dau; _ ] 


Se mai | quate! demonstra folosind EE 8). 


40. "Vom “aplica, o consecintá a Temes lui Cesaro 


anume: Dit k A ute 
“dacă şirul (daune wo are termeni pozitivi si dacă € 
tim Pal: atunci! lim Va > lim ^ Fei 
pro Aa j foo a 
anii m OA) 
KC € (n + 1)" (n + TON 
| ) 
e SI B 2-- | 
| „iara PR. TANE | T — à A en "EL lim da ETE 
Se O El ~ i 3 Lans 
i + 1 A +=) f 
wj H 
iss gie 
yy Sei SE, D 
An Sa + 1)! Bref 
| SE m e MEDIA 
"Gn + 1) Gn +2) Gn + L3) 33 D 
| Sm, + x ee CAMPI Ag een 
Ec d 4) ) Gu - -+ 2) (Sn E Ob DEE 
EE 2A ule ! 2 T n” 1 
oui EH WR s 
pi) EL em ——— 


dio € 
a i (221) ! 8” 
i ey en m 
iv) ILE (n ja 
dn "e 


ET WER i 1) (2n 2).8-.8*.— oi 


EM a lim (yu > EW 
Qn + 1) (2n + 2) dé? DE de 


e "fl ett 


* 


NX E (Qu 4 + ZER [at] 
o (a+ DI Q7 
P. m )! Qn + 1)Qn + 2), mi. (n 


[n In. + fr (n)! (n LI 


H să 
lim Ca == 4, . | j 
BD 
a 54i lofa +1)! "lan! 4- In (n +1) 
you IS een 
da ln”! in»! 
, in (a | 
=14- 20 m t lim does d 
in al Tio 


vj mir. Gr DU Xie qu um p 
n (n 4- D^ (n E 1) 


n” 


à GEERT H 


: 1” 

IN IE mus LX li. UN: == — g 

(a+ 1) (a4-2) ... (a- Lei n 4-1 y vo A : 
e | | 


41. Reamintesc lema lui Cesáro-Stolz: 


Fic (Ca)neN, (durex două șiruri de numere reale, (da). n 
este strict monoton și nemărginit. Dacă există 


E Chaa En DES e " o pee eps C. S eN 
lim = =] ER atunci există lim 2 si este egală cul 
2-0 dai d, n- d, | ` 

ifie on = (PP + 25 3 


E E E O E ES o1) — n? şi 
d, SE ($ zx 1)n?, f | : 


men, u Sege KE 3 
dia sg d EE DES AE 

Sp Cati Ca i 

îi Inno, esque ula 
fco GE A it da 2, 

p 
i) 2333 
—, di) —> 


ln (4 +1) —h ha Á 


I 
EU | BL OE 
Sim AAA 


^ — y? 
no E LL pi 


v) lim — ü 
i "mn (n s pp Lc 


23 
Ld ; Se? 
in d aia init 7 | 
: ; A A | dl 
, sé i: lim ———À———— J 
se MER eet g s 
m C hoo 49 1 ( ; POMPE] H 


ge i : 1 1 
: i *We ees 
1-4 d 4 "exe SH E Imm ( 4 X Cms ;] 


SE iai 
= = lim == = 0 
no Yn +1 
ay nr 14d 
cy ntit4 a, 
vi) lim as = = lim ^ Ee 


| Ee EE 
diy Hay = lim — 
Wei fr o0 ` a» a | | =M 


-CAPITOLUL H > 
LIMITE DE FUNCTH 


PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE 


1. Sá se tra 


n 


"al f(x) = lim E p so edes R, n €N; 
x” 


mo 27 da 


n- ~> CO 


aseze graficele următoarelor funcţii: 


2. Sá se determine constantele reale a și b astfel ca: 


1) lim (Y: Axl ax — d) = 03 


e 


g+ cO 


1) lim ( ES xd. e (X — b) == O; 


i 2 1. 
Di lim [— — AX — 7 Ges 0. 


Sá se calculeze următoarele limite: 


3, lim x(]/ 394-1 — x) 


. COS X — sin x Va cos x 
5. lim 6. lir ( JE 


Do A aa ee at tape $ n beet á 
mt ba y Ko E 0 a 
S A y y ; 
4 
y sin x YTE ya ETES 
7. lim —— ! l 


+0 x 


poc PTS a x 
jc. 8. lim E ue 
ig 1 ES "n 


x 70 
Mec 
8 


R 18. lim (tg x) 


PT 
Ke 


4 


H 


16. lim (sin x + 


1 


1 sin 2x 


acm 


cos 218% 


d 


20.1 im (te Deen 


Y 3:tg : 
. 22. lim E rA Eë 


nz, 
d 


94, lim arc tg 7— 


p £j 
X 


-$2. lim (1 + 


19. 


ay cig ză x 


£0 
i — 


Sea 


K? 


siu * 


mE i = E. E d 
&0 


21. lim (cos x + a sin bx) 
H £0 


H 


, sn X 
23. lim + 


a 


SC 


17. Hm (14-5 tg? x)*s 


z 
M 
2 


acRw40j; M. lim (În E EP 


31. 


X 


s lun y 


X. 


Oi Eee ` 


Ed 


CA 


'X— a 


aU rcsin(1 — ls 


Ey j 


-3 29. ini 
e=) 


ZE Ga PE d- 


unde 5, 


q, 7, s€ 


— 


23) A an 


-2 
4y Amm. SCH D E : ut 


lim 1 2 mE — E geg Ki | 29. lim 


lim ded c es A. im ———— seii 
X0 a? xQ ră 


"E. 
34, lim M Ó—MMÀ]À S a Ne O H 
X A du 


ag 
loge COS x 


XD 


arcsin x- 


rm ai n 


A a 3 ^ 

^ za 2 x 
T ee arctg ——— Mà 
A —-— E A É d 
dU Zei X y » 2 / 


T WE 3 
37. hme. 


Eau SNO qu? 


E ES A 


An 


B ege - i F 


48. Her Zeg 


[A n Vl Vin ay] 
pop n p(sin zU" 
A? 4; ET 50, lim. — — V Mona : 
D em 
i) dim | ed d. 14 id Mose aae 
Heroo k Ge i E pa 
3 piam 
A COS 3x COS "x 
bh; ln Vicos 2n de COS, A e Ag 


$0 * 


Sing — wur E X EN ey A | 


| Au | 
es n i 2 | 


52, lim 


97. lim 5> sing 


Moro Exi 


58, 


se calculezes 


59, Sá 


$ sint 


SEET -pB= 


A 6. 


ştiind că A 0, unde y, 
ES 2 ? 


numere naturale si 


61. Fie funcția f6) E VS ERIT 

ncfia f(x) = Vas dox E Yi 

i Sá se detérmino Renta ca domeniul de definiție E al 
funcției f, sá includă o semidreaptă, ds ME o 

i ka As a Kaes R.. 


| ii) Ín cazul in care -too este punct de acumulare al mul 
fimii E, sá sec letermine A și y. astfelincit să avem la Fe) =0, 
Pond x 


== ÀX — y, 


|. Pu 


6 D ee Se st Ting alura sud 11 3 
2. Si se studieze natura Șirului (b.), w cu b, e db yg 
. Asa] 


a, = lim (1 — ysin E dp 3 


>) 


63. Sá Se c alculeze li mat 
^ imita următoarelor Sume: rio , 
Seng SC Se es ps £ dme ti igonoa 


$, 2 kr 
e Viv 
i) lim — "unde S, = 25 cos — 3 
Pero Zë kai 2n? 
" sin ——— 
e d oí b E 
H) Da eng Ke E RE * 
4 a EN 
Re] X 
COS 77 * COS- 
È 


LE 


e A A^ COS (a d- 


A0 


Hi) S, bh) pentru | x led 


n 
, a * 
S —— m à arts " 
4 y A" Sim (a + bk) pentru Hid 
Gi j 
1v ) 2 5 = Lu ——MÓ A 
j R1 ha 


e n i E 
as (—1y*1 
M e e 2 ` al : cos? 3^ 


d 3%: 
Emi ES S 


64, Sá se calculeze următoare Je límites 


SE 
P Aan e 
PA COS (it: pe x) 
i) lim ps MN _ " 
Za i E d 
r 3 
5 = Weste de &nallzà matem: atică Mu 


m ? 
- i) $5 bu: arctg zm 
Y cosa; d — u Pha n 
y de SE $ ek Zei. Sa = i2 arcctg ut. + ră +1). 


„să. se arate că exist identitățile: ) Së LÍ arcetg (247) * 


L 1 EM EREET. | 
E SZ A ctg od Sé B ctg € yi 5 == i sg Msc tet ie img. ER Es | 
sme "2 y = giae Meu EE | 
tga = C ctga + Dctg 2a 68. Fie ecuaţia binomá st — 1 — 0,» EN curidicinile | 
ctg a = E ctga + -Ftga xo = Í, mei REL Sai, P > | 
je coeficienții reali A, B, C, D, E, f. e E | WW 
Es Ss Gëss? l t „Să se calculeze Sp == Kä EE si lim SCH | 
Sä se calculeze | T | Get "EC S TEE 
s NN : lim 5, , 1 $9. Să se determine numărul a asif4l ca funcjia.: 
"T -E: sin Ze dE d TI 1—cosy pentru <0 
: | t IS a EE | 
Sam E. WE i (x) =d xtg xli —te 24. P | 
di Sa xx mU e , Lin Se. | Ju & | 'B St | 
: Ms | a ` pentru x6 pU 8$ 
Ra tga , Dom Sa. | | sá albá limită fn punctul x = 0, g | 
T > - E : ite | 
| 1 70. Să se arate dacă următoarele funcții au limită în 
66. Sind cr om -2 COS g, sá se calculeze punctele specificate: 
x 
noj KK ` CI t [i A 
Doe » E 4 M cit și f - : 5(x ge pentru y E Ex 1 
E s D fe) =] i tg i —f | 
a a gta e q A ae entru x E (1, 2) 
iua 3 sinla — 1) +> 5 P SEH 


în punctul x = f, 


67. Sá se calculeze limita urmátoarei sume (pentru 


2x 
| 4 aresin — 
"cNs n 00): Ea 


i) f) =] 


za pentru x€ (— e, — HUF, ec] 


»S i; „sin 2(x? — Mou 
ibo m E ZE f | «43 Í pipa x € (1, 1) 
- în punctul x == —1. 
ii) Sa -5 ee ug: o£ ] 


Disc ute, in cá izul cînd m, n sint numere Gase si cei 


puţin ega 


| E 1 dech y = 

z x? dacă x este rational 

SL = ET 
| 0 dacă x este irațional, 


“Să se.studieze dacă există lim f (s(x))- 
Ar ` 


73. Dacă x este un element real cu | x | < 


culeze: 
A nat): 


+ afa — Dar? 


ura 


dar graficul funcției esté prezentat in figura H.la 


E i 
i; 
$ t a * og 
245 T , F 
2 „4 
` E $us A ră rea e în 5 și 
i | E SEH 


"ru 
Qum LC vn 5 
deci f(x) = 0} i) 


UR l 
23n EN y SI 


E 


0 pentru | «| —2 
V 2 pentru |x]=2 
AER 


Ín concluzie: f) Sen 


(zl pentru | 


AF era ic fed acto "prre o 5 i i TT 
iar graficul funcției este prezentat în figura II 1b, 


"Eugen Ae 
Bees ge Fă 


Fig. Dit 


mo lomo Ne s 
l3 m-— p. Sin M1 a 


| : + 2abx +i— en SCH Sep 
E EE | 
M Kcd dick ee — o A Woo | I2smt— 
gradul numărătorului este mai mic decit gradul numitoruz ` M UCM femme. ( : j | 
lui și numitorul să nu conțină la limită un caz de nedeter: ` ea n D Set ger E EE 
minare, deci a 4 Í, | de | Sa ` 


- valo parca limitei este egală cu — 2, 


4 simt A 
cuz lim —————— =s 


AN A j4 — 4 


La 


: sin y 
hm Ri ae 


dE. 1 O$ NM 
i AO e P mm E 
d zJ 


D => 


gradul numărătorului este mai mic decit gradul numitorului, 
. deci a [= 1, b 5 —t | 


E dd 
E meri reno nte euam, re 
E 


3. lim «YY F1— za lim — - 


Lëck të eh e ; 


Bee 


SKS 


1 " 
ic qenira x8 
2.8 


— oo peniru x. <0. 


4 lim (VIȚEI ara) = 


Xe o 
>- 2X 


i pentru x >. 
— 1 pentru x <0. 


H 


10. lim (cos x^ = -Jim 
ED PE mai 


= hm | BD E ma 


cn D 


Vezi rezolvarea ex. 13, 


12. Cazul de nedeterminare , 192. lim (1 + 27) 
Kë 


Ei 


$ 
pa 


13. „Pentru x € (o 3 avem inegalitatea obfinutá pria 


dez voltarca în serie Mac Laurin « a funcției f(x) = sin x => 


€ 
AC 


xS T: - - 
C. —, deci — > Er SD E > 
51 6 j 


ME i 
adici co 


6 gc 


NN. 


iar valearea limitei este 6a*. 


44 


14. lim (a E äere 
E-€ ` 


15. sin 


=== e AG 


x -+ COS x: == sin Xx le alt: is " d Leen 


H 


v 
Se 


Se ET 2-1 
na Vaz ea 262 


ii 04 (aa 97 


z 
in — e 

a merg gE | El 
i S» nM s 


iere 


1 NS DU. Loa i 
SEN ¿A ye € X6. 
€ 1 Te J 


i p 
E : (In ci m 


£e meo e " 


to | 


sin a cos 3, | 4 
hm n AA = ERE, ) reeta I un E X — b Eus 
AQ EEN V 2 M Md d E 4 l 


pe xit IT-7 


[1 + sin sti —2sin y) 


21. lim (cos x + a sin bx)? = 
O l E ` 


18, lim (tg pum 


UA 


Tu, 
E) 


E di tg x: sin & =- 009% e o E sd 1 1 (cosx--asinbr— 1) pos a TER 


H 
Ti 
al 
Hm CUIU Ic hm ————— e ARE ot 
ET [603 x — Asín x cos x 4; 203 x (sin x = 003 xj f HU 
E S g "b 
vgl 3 : | == i n _ . Ü 1 
, dt Hm [958 dx 1! 

» e KE & Or 


ol 


19, DE ig [2 abu | 
S KE 


Fie esinx — te medien = u, pentru y > 0- => 14 —+ 0 sisin x — tg x= 
e În (La Fie t= tgw 1 y ) pentru x == D = 


sin x e+ v= 0 și sin 2x — tg 2x = In (14 r 


23. lim — 


gag 


l H sin x —tg X 1 
Deci L E [ee d D E 

(0&6 In( 1.4 21) X 
die R 
Kach? Si 


E ` Ss in Ac brc MEME 
.. Sinx--igx y COS X 
— lim 


x Bi 3 
E y x sin o " ^ g-Asin— cos — TÉ e cda ———À ——— zs 
E 2, xo0SinZx —tglx xao, 7 "eos2x—1: 
e St. + cti 


o. E 
] 2 sin? — 
sin y x Q x? cos x I H 


GE EE IA d 


+0) ^X . sin2x 4 EI 2 sinéx cos x. 5 


pe eiun 


2 


p 


maroc D 


" . Sin x| cos x — cos x / 
27. L = lim H 


dis = In(tg x ua à cos 2x) d 


24. hm 


——— A AAA AAA A AS 


sin? x cos x — cos? x sin x 
= lim] - == SS 
SE. sin? at/ cos*x-I-sin x cos x[/ sin x cos 1-0 


E 1 


d meminerat REP RO aaor Tt 


In (tg x + a cos 2x) : 1 Ai pos 
| Bu. 


—8sin.x cos x cos2x | 
lin Si el e -4 


E ln(tg xta CO52 x) à 
4 


Ko 
T, eg, | pa 


la lim (te xl A cos Gel" E 
em i 
eig leën x x= tgx 1) : 


a EA 
=} ord tg Sie sin Data 1) 


E ——————— RÉRÉRBRBRRRM 
9 


in lim EE ta 


+ — 


4 E 


Ce ; | ` 


in PCI EU | E 
cu et DETA TY i 
Se pe ALA CAMEE 
e (a — 1) Hei y^ --OP Pp? bud. 1j j 


ER 


e E cos X ep y= Sin? X l m. lim SI E 6 En -(x— I (m ape dedi) i 
. 4 ; 3 i A r = + ERI q 2 ` 

mene p.ex I q «ax — 1 q $ (x— Dc i + apa des 1) 
28. C dom “. lim: Cen : 

a % MN ag 
mo ji COS X ; B q r 
em Se A Mee I% Y = 
l arcsin(1 — 2x) 1 1 


LO Weed ne AY 


2 € i 
zë NL 91. lim ———————. A 


i za Urz) 6 


Hus " 
a asin? x RS 3 . gsin*« —31 oa 1 
92, L= lim ——— e $ lim ——————. 
t SES e 
J — d zë x? = zz i E q. 4 y E Kem * X — Ki A 


Fic 8520*55—1,— f — u, pentru s—£0 = u- 0. 
Basin e 1 q« => (sin? x — D) In 3 = In (1 + «09. 
e 


| .1 43 d In 3-(sin? x D 
deci valoare limites € este 1 +=. l Deci L = 3 lim — —Ó— Sa 
deci valoarca CV 4$ o | IER a) mm 
M . e | m i : : X Ao A 
* n $ u- a 4 
996 POTE e A p^ a* > ena 2i B a D 
28. Cazul „e: 4 "E: Ag | "sin x — sin —j| stiu x A sin — 
oo Te Aë x. - 1B R 2F 2] 
: $ i € Së See | in 3 ET lim - b NNNM RE RE e NU, in REED URL E 
, i Ge z NEC: 
2 
E —-— PN EU 
ACE : 1 A 2 e 2 e A 2 
eme coe DEST, dpa. Mar EE CQ E 
ez 9 —61n3- Hm ————————————————— sa 
së S 
a Z E rea 
2 
.— 6 În 3. cos Lo B jo 


Calculám limita B: 


ie TUUM Zeen i pun 1 I g in X Ms 1 4 H 3 ES i d í 
ra — EA H ( | e dl S 1 AX BER 
aj TE a" (1-F w) şi pentru 
>4a=>u—0, i 


44 bo ov | | : ada 
PL A A da Dea 08 a A | A ; d a 410 — 
E z Intt ER it) Webs A B= lim O INS LIBER 
up u- 0 dës ec ZE 
; ü 


== a lim ln 
a 


soi) A7 En), dm 
E Deci L = gë. 


= H Dm -1n 2 | —— 1n16. 
A yi 
sog 


w 


24. Cazul de nedetermináre Gen 


` Va“ YT. i 
Hie | VN. CE Ioas l 
i == u => E " =] 44, pentru x ^ au 05 


lais (x — a) nx — dn (OU dw) ai pentru 4-0 SCH E 


E A a i KEPA 

ETAT x d va 
58 lim if Jc uy E NEN RET = gora 
X i og m xd a o a 


u Nox An(t.- 


Gb a 


x og Loan. 1) 
= lim ZE Vom „face `  substituţia 


SH e iau => (1 — diachddgoi Sms 
"c (G5 — a)na ; A S $3 E: : d d 9 0. e E 4i j pentru 


€ alculám limita B: Fie a t .. 1 = tis 
== In (i + 4) p pentru x= dou 6. 


sol In (1 + ai A zo i AC Ace Sai nal 
as E Et D. "LT ext "nid ee "lr 
e lim——— ——*.]na — a*- In a- lim € Lig. bet i 


Kera xa "e Xd 
Pentru calcularca limitei c proceđăm: fiat 1a 


=> (y — aln a =In (1 4-1) => 


| : asa dn adim ome a am 
Ro wt o feat = a Ina im a. f das 
= dim] ————— et | — Ina. Deci sel té ze y 
sa Un (1 * ai x—a | 


e 


dn nt itm tette n 


127 -05 


36. L — lim au 


SECH X — 


1 j > e 
E Vom face substitutia: 


ef "lz IR o —- — |. Calculám limita 


Ku li MUN QE md 
am(l+4u x-—a 
uk 


In a = 


| ! 1 at qasa Kr. 1 
zog Ana. im- tee - 1 E Per in — 
235 i Vu da 4 - s 43 
i9 1n (1 +2) s ala d 


| [i (A u) x 


; t, ge 1 
= 00. a În a immm 
s-a În e A A 


EI 


Vom face substitufia: aa — 1 — 0 = (x — a) ln a= 


mem a tim — FS Den il 2 A . Aem 
Z (^.  wo?n(l--au) xs. da. 
-In a= 


= ln (1-0), deci L — a” .a%. la alim- 
SE 


0-0 În (1 -f> Lu i 
; | | ze 
E 1 : a " esu la Hn 1 a í x y e Ai | 
Lu at =a - In?a - lim E RO. zm aq sA ta, E : ¿al i E: Ker E ] 2E ll in ea 
"ind + 0* ) : | l 


. Calculim limita B: | wen D pe 
se [—nu-(x— -a ln a— In(l--w) şi pentru 


PB A a 


>. la (L4 2 ) 
+0 


E egit Hale et in dj ei at (1 ina) hna. 


Deci 
i M ad . USER E i 
38, Efectuám substitutia: —— — (ka si pentru 


a — 0 =>4u->0. E 
“sin x sin Xx 


log — == | EN i 
Ks qui log (1 + u) X 


bm — emite "Se PETI kb E M E a 
so POS A xð hr COS X 
4-6 


ned 


= lim log (1 + "E im secu == 


e x-+0 TUE s l 
n 2sin*-— ^" 
2, 
2 sin? — 
m d i 9 
gre , ZE 
Al 
2 
Sin X — x 
ie - 2 log e. li mm Deeg ccm log e, 


Kus. E 


Mac Laurin did sin Xx = = ES s i SE dress 


Gud E 
80. Pie cos x == 1. o. dim - ge 
x6: sinó y 


H 
H 
E 


, Jog (1 + ai" a log e a 


log (| HR ai 


— lim Keeser Sege a 


pu" sin X... mes 2(1 Loi 


ab imi 


to 


cos x — Li. 


ia f(x) = sin x în serie - 


(40. L = lim In (cos s)" = ln lim(1 (cos — 1f = 
E E E ES E 5 


X0 


cosa - 1 


ud i psa i 
s= In lim lii F (cos x — "E coen i } = 
a50 | 


- 41. bie E = arcsin x — arctg x => sin E 
- sin veer 2 cos (arctg e - sin pum ue COS (are sin x) = 


dez re Rb de « ale ul: 


== d+ E E y iar peniru a 


determina semnul vor trasa diagr ama compunerii celor douá 


functii: 


arote ` Tie 
=> fe ` = (0, 1] = cos (arctg x) — cR 
JEUNE. VUE ORAE 1 Jk: 


cos o arctg 


Fie sin ( arctg x) == d b — ar ctg X => sin boa si 


p = = 18 b => a = Sn hb NAME enn en 


=> sin (arcig x) = —— ===, > Mar diagrama compunerii este] 


RUIN. amos 
l 2 à 2j i ` » $, EI 


siu o artciz 


| — cos. x«os2xcos ER 


premeret iiie Se 


— €os(arcsin x) x d T> Ke Na me | Mer E 


Jar limita se va calcula: 


Mens im (1 esta e ce FEES -— —— Ka 
UD Da | ei à 


EUN S E A l — {COS Áx--cos 2x) | 

| i (1—cos 3x) (1-1- cos. 3) 2 í i ) | 
== lim GEET E mer t ficere eet T GE 
SA Za? - "n 


42, Conform exerciţiului precedent, 


3 3 

m arcsin 4 — arctg x | 2 sim? — 5.2 cos? - - | 

+ Ge Gg Ge RR E * H ud $ ee Os TUNE 1 m. 
[TU F ga to lim A A ÁÓ Ee BR B aa áx . - pics 2x LE 

i £o Ry i 


= 2 Z 9 | Hä al EE ema TET ua E (2 ka DA m 3410 a 


12 


n aude uL lim it EA e Ze 23 e 
a AC (13 - M1 xe o2 
43. Vom determina limita folesind metoda inducției ` 
matematice. ; 


Raționamentul SN „determinînd astfel; 
aa +1) Ln -- 1 ) 
Ly = 
12 


„ Valoarea limitei o putem determina mai uşor folosind o 
„zelaţie de recurenţă s și condiţiile inițiale: 


po | —cos x 
fe dm —— — 
sf E 


/| — cos x cos 


` ic inr 

Dm cosny + lim —— —;—— IR d + lim 

ay X0 A" +0 
"x. 


"SI 
y? 


P e T 
ET La E 2 lux —— * n? = == sd "e TV y "Zar ze mot 
RE x0 (MAY 
"C gemino ioc 4 Y a 
(am determinat o relatie de recurentá), | iar 


conditia 
P X 
2 sin? — 


iniţială dees FAR 


Deci am obţinut: | 


E “adunind cele a 3 2T spina si. reducind term enii aseme- 
nea „obţine: | 


| 3 2 1 2 i i 
L =4 cb G E 3 z EE xit AVES edm 
g i 2 


ECN dl) Dd) 


SH S a 


2 6 12 


44, Cazul de nedeterminare „0.0“, 
L == lim pU H ( Soe i A 
"OPES d l 


deene wi a 
Ze 3 ( vm eJ! + tg. Si | | 


45. lim X (va H 1 == AFC t E] == lim X arctg "m Säi cu 
5 "ES ama CE ŢI) 


lim D te — UN i ct ) : lud i V Y " À 
4t Seed AC tg E zi wu RR ` 
yep ED y) = 55.4 li q 


"E 

į 

+ 

e 
prs 
^ 
A 

a 

E 


47. Cazul de medeterminare ,0.00%, 


i ME. 
S X-2 Y LO: 
L = lim x arctg m M em 
ee qa Lo s 


pes 


Ea 


GE 


I (la a, A Sai 
e M 


M ov 
posted 


¿E — 1 


see in a. 


unde in calcule s- 


a aplicat relaţia: 


AF KE io 7 


arctg xt arctg 


A8. Cazul de 


= lim ' 
Fr | 


Si CTiill m LEE T 


1 
3 A | 
== =1. in e d == 2. 1 k 1 a; 1 k | 
KD am i Lyme 
Ed — kyi 1 
== mue == z 


m~ Be 
E ic t 04 RE f. 


50. Efectuim substitufia: E —— == y, -pentru 


t 
X——— => y=. 


D ac a2 
pum ff ah 


ESLT V— injeæs y Si fn tim E 
eem z Hn E E LÀ eese 
1-0 y y0 j €0S Ki zen - 1 ars : 


mi 


59 5 E>0 


Sirul este mărginit, deoarece: 


Ll LA ` 1 E i S * 1 P " P 
cod = Sin? x — p Fara «sin? x — P + An, deci a; — Gn + 


E MESE PES ll |14-2sinx n PPS 
q LO, adică 0 « d, E ———-. Cum sirul 
oeste si mărginit, înseamnă că este convergent. Trecind la 
„limită, în relația de dde Lig vom obţine: 


cos 4i x 

: 1 4-2 sin x 

lm a, = ———— adică lim TUN 
2 


HAD» D 
Ka Dä 
£t 


53. În exerciţiile 53, 54, 55, 56, 57, 98, vom aplica 
urmátoarea proprietate: 

Fie f, g:(a, b) - 10} —R, Oa cb si g(x) >0 

x 

lim —— AU 

ao g(x) | 

către zero, adică conform teoremei de convergență cue pentru 

Ve > 0, 3N(c), astfel încît Ia, | <€ pentru Mm > N (e) ER 


NEM Fe EES 
costa — 1)x a 
e POE — Ds. V cosnx 


LE 


E EI [ect Ge 


: ZU | 1 — Dcos nx 
E. a -F lim MERE" UM => 


Dacă e, este un sir CU a, 0 si convergent 


n | m | ? / d ! l EN 2 k < n, atunci lim X fes) = lim Ca (o, doch Seite a 
| CO: VES R A în 7 - : d ] i j H 


Rer Rad Teo Bs 


doua există, 


deci am obţinut relația de „recurenţă: En = E n-a de = 


pie etg xm speso d. 1 ) si șirul e, == 
ide (x, y o ANA, | 


E E le Bazz Pg m DA == T. 3 i > 
c» Hg ed 41 e rs Eg Se E 3 i 2 pott) E, E Tid. 24 2 


relatiile si reduc ind termenii asemenea ee , elay ex 0 şi cum 0 <a, < 


2 | 
X — mac pentru orice Eben avem ay, >O. 


| nin T 1) , nin + 1) 


a ñ 

2 ^ 
lim 3 (anu) = lim Ys 3 == lim — 2» Am 
n-o k=] ne k= i-o HE Ri 
| {2 nin + 1) g 
Aa j Qo KE E E MA o f uH Ek 
uer Ud A > 0 deci folosind metoda induca = a E à = 1, deci lim tg tg ; 20 
da lay An zf On. sche S fo e 


d 
fiel s-a obse vat că șirul este monoton crescütor. 


iii ne 


93 


54. Aplicăm proprietatea logaritmică: ` 


Avem Hm AU e | 4 » T E 1 2 
SC zët poi 7 * X^ Inícos 2 


lim tari + (cos ei 


s EE agina s 
rete mea 


I 


=z "S 


Fie fe —1n (142), ei) = x, ae, fier Gras = SE 
! Cum 0 < b < 


E 
2V n. 


Gin > 0, 


lim d un d E sti 
ii M ap Va Can A 


Ka i e 


cdm -4 1 A a n A T - 904 - 1) a? 
2 na E " js 


"E oct Avem lim €—- — lin + 4) = CS 


eren 


= n lim a E d >in ez 1. Cum 0 —a« ES atunci 


EEN i X NM, avem a, > O. 


Wm 


no KH 


A» 
= 
A, 
æ EI 
iti 
iet 
(ag 
p 
LJ 
aud 


ibus AL td 


oci f n € 
Deci Le *, 


1 i 
in Hoos s 56. L == == pe A 
: l _ da AYR 
in» iu hm CAOS AA v im a : =F 57. Fie E e 
39 L = km H sy e fix) = sin x, tene = X, * E (0, 1) si şirul si 
: l ` in 
N^ = im DA ll ow ` 
di zg a e yo l Cum 0 < Xin 


1 - 
X — pentr ; . 
masc M Vi < n, atunci o, 0. 


H ns 
pie f(x) = -m (cos x), g(x) = — x Se, 
à nt Hes fo Vau ^ "iesu a g 


des i 
t $ 
p MUR E 


Deci valoarea limitei este 2d e 
9 


EM 


irul o i 
i NM Va 


8i 


dini I slem) = EUN lin (E. : x) — fim E iren). H 


“== în fim l Í-F (cos y peu -7 d 
di. Li + (cos pane: 3 
pup Ff x — 1) i = În e zi. 


atunci pentru VÀ < v avem 


E 


< 


"e 


Avem lim Ka. Hno 


ad et x) 


E in E: Ei f: 


» A 
Cum 0 x TE < zo at unci beliliu Y $< navem kn 


m SE x 
€ Ze EN E 
Jim JO g (akn) = lim 2. =] = lim] 4 
Li Ri Tien pico i K 


1 


. Deci linia este c — 


x= l= t 


+ dL pB)- + (C A EOS POR 8 


E 2. A O? BUE PON p 
= lim] [Ca C BA LPU Jas G3. AL C$. M iar P() 


Us 


bite un p olinom de gradul [max(n, B) —3] inr. 


60. fa) = V 933 — 2433 Kë + F3 ay .rüxu A = 


qA g i y Ae 
1 i | 


1 
5t 


43, atunci” 


Inlocuind şi apoi aplicas cu conjugata, pe 
ditillor din enunț obținem: B — —4, y == 
61. i) Dacă 3j c 11... S astfel. încît aj <( 
domeniul de definitie al joi j este sau. un interva 
sau multimea vidi. Dacă a = 0 şi Bj > 0 si presupunin 
că By = 0-2 y; > 0, atunci f este definità pe o semidreaptà 


de. forma. (a, oo ). 


i 

+ 
sd. 
+ 


=> y, 2 0 atunci f este an á pe o se emidrea 
(— 00,2). Dacă a; = Bj= 0 si y; > 0, atunci 
pe R etc 

ii) Functia f E avea limitá finitá la 4 
e > 0 pentru V7 € (1,2, ..., P si aj E ) 


l- oo doar dacă 

1 > O pentru cel putin 

un j (presupunind în plus cá q =0>f4>0 şi q = 
= Du =0=> y > 0). Scriind: 


E) De neee eeannot ane mit aaro = R 
E a^ | . u - 
f(x) =x x: Va + Bro Yara Am | rezultá cá 


"m 
LN 


dacă A # 2) op atunci lim !f(x)] — eo. Dacă A = Eh 


hi A30 hoi 


^m 
deci lim p mm er e mmm Be. 
aia 2 SH V EI? | 
Condiţia ca limita funcţiei să fie zero este ca! 


m 


À zm 2 Va A 


R=1 


H 


62. o = gel? Trairu s 


7 > n 1 4 f T 
= eti ba = 2 = dai e “i -( l 


7 — Teste de analiză matematică 91 


„ma unel progresi geometrice de ratie — , avînd n termeni, 
| e 


lar primul termen fiind egal —. Obtínem lim 5, = A 
; e i NAD E — 


jd 


83. 1) Vom calcula suma 5, — $5cos kx. 


Tinind cont de relația: 


x | bI 13 — f 113. 
sin cos kx =} sin] k -+ —]1 x — sint SL 
a CS MEE 2 oi 


La 
EA 


o KE IT. , 1} 

sin — cos z == — | SIR -— X — 5i -— X 

a 2 | 

d Eat FL. 5 "er WE 

sin — cos 2x. == — sin — x — sin —- x 
9 | 2 .- 2 


pa e ¿1 4 "DP. 
sin — cos 3x == — | SIN — x — sin A 
2 | 2 2 


i 


ELA ULA ULA RAI EN ob » 9 3 9 5 9 » 8 93 5 » o? 9 »* 9? 95 59 »59 59$ 


o m id. e i ; 1 
sin — cos yx = — sin |n + — |x — sin | # — =i al» 
f 2 2 i 2 | 2j |] 


ai 


Insumind cele n — egalitáti şi reducind termenii asemes 
aca obfinemi 


ar 
Ee = — — 
în cR * 
Ld 
a 4 


Deci suma S, o vom determina din S, in care x = — => 


E 


es Dm DE == Tim | sin « COS = e pe. 
noo ji Rar 4 4 A 000 
SU C 


dn 


` KC. 
y Y —_ mL ED a — A e 
Ki NA rg as hel uuo X ana F 
Pi cos COS... COS — COS m - 
k k +1 R SEI 


S, | 


DES X 3 
SES: COS -— COŞ ——- 
k e 


(XY x EE E 
-= tg E = tg y — tg ME deci limita este egală cu tg A 
n+ 


fii) Vom forma numărul complexi 
à D D n h E 
S; +15, = (cos a + isin a) 2 at (cos b + isin b) ex 


LG de 1.— [x(cos b -+ i sin A7) 
EE AAA e a e e ze 
(d x(cos b 4-1 sin 5) 


. Aplicînd formula lui Moivre, amplificind cu con 
tugata numitorului și apoi separind partea reală, de partea 
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Hua agine ară prin identificarea. celor două numere „complexe, | 


vom obține: 


4^? . costas nb) —4" 1cosla-t (+ 1)5]—x cos(a— b)+cos a 


AE ie Be cos DÄ 


E sin(aJd-nb) — x" "1cos[ 


c ttt = x sin(a — b) + sin a 


x? — 2x cos b +i 


Sp PEDE PIU 


3 COS 4 X^ - COS la — b) 


lim Sy a —— 
no x* — 2x cos b 4-1 à 


sin a — x sin (a — b) 


too x? — 2x cos b -- 1 
iar în calcule s-a ținut cont de faptul cá dacă | x | < 1 atunci 


lim x" — 0. 
fico 


iv) Se foloseste identitatea 


insumind cele s-relatii pentru kE (1, 2,...,n) și reducind 
termenii asemenea obținem: 


1 1 _l 1 


TES EP P MED ME sn lim S, 
bet? xi a e "E E 41-600 2 2 
4” . sin? — SIS "sia a 
qa 
) Se foloseste identitatea 
cos? (341 a) = — [cos (Fa) + 3 cos (GEI ail = 
A 
147 ¡EA i 
im M | COS" (3*1 a) S ME ) COS Es a) + 
¿Bra 4 aki 


TU item emot 


insumind cele s-relatii pentru Ac 11, B, ..., n] si reducind ` 
termenii asemenea obtinem; : 
H s 8 


1 ( -p 7i 0 (An à " Hi 
Set . cos (37 a) e COS A => HD Da — COS d 
3 it 4 4 Too : 


— $40 » T 
e P SN $ ei i i d A 
deoarece — 1 4 cos Wa s 1=> Lee <. -1) — : cos Bha & 


(— defen "eJ cea e s F P s LA. 


64. i) Cazul de nedeterminare: ,1%% 


i " PON O 
ELA x Sin 
2005 (aix | 
hrn p Ae e eg 
o &0 A 
n BTE 
_ pà (cos ape —1) 
E Acl 
2 (cos o x — 1) | " 
ge Dm INL A ————————— - "sa 
" n | AS 
H (hz 0 
SO A 
3. Bir 3 De n 
- EXE TI 
e Mano LÀ 
Tox X Sh ox 
EL =z (€ 
toa 
" än cd UR 
um RN 
2 
La (1 — cos (ay x)) 
i) lim - —— —— 
LA RR. 
— arcos (ax) 
AER 


za 


' nx 
k=1 sin] — — arccos a2) 
unde în calcule s-a ţinut cont de relaţia: 
¡ T 
arcsin x J- arccos x = -o 
E 
1 -4- ° li 


65. Fie js m ig A AD II amana LM Á Bo emet + Bs 2 si apli- 


Qi "m 
cînd metoda coeficienţilor mw tă obținem 


se e EET 


m 1 ée | 1 == u? S e E 
Ho Ai zeg tg Qo dc G Bier epe D: -——— >. aplicin. 
4 gu A 


metoda, coeficlentilor nedeterminafi obținem 


C=1, D=-2, 


Analog determinám E mr dico ade 


sireducind termenii asemenea obţinem S, = 


4 


i M "me : Y 
a ctg 2 & — ctg 2% o, insumind cele n + + 
Sin 4 


relații, pentru 5 € (0, 1, 2,.. a} si reducind termenii a 


e 


menca obtinem: S, = ctg SS — ctg 2” a, lar lim 5, nu există 


deoarece funcțiile trigonometrice nu au limită în punctele -+ eo. 


a E o " & ES A ZS 
n) tg — = ctg — — 2: Clg, insumind cele 141 relaţii 
> oh "ud i 


a 
à pa 


Lg Mese d 


on > on 


— 2 ctg 2« => lim S, — — — 2'ctg 


KK deel a 
li) Sy = ctg a — 20. ctg Pa => lim Em existá deoarece 


funciia ctg nu are limită în punctul -+ oo. 
1 1 e 2 í e 

66. Cums + — = : 2 cosa => y? — 2cosm* y $ 1 = 0 së 

së ZS = 208 a + 1 sin a 


-— = cos « F isin ași aplicind formula lut Moture obținem} 


sh = cos kati sin ka 


E 


1 e 
— = cos È aF isin ka= sS = E P b x) DER COS ha = 


fi 


lim 


no. 


arctg (2n + 1) — arctg 1 = arctg a 


67. Aplicăm relația trigonometricá arctg x £ arctg y - "ES es ue 
==. Y : i : Kei + 1 
21 T 
=> lim Sg = arctig 12 — e 
ESO En á 
AAA = árctg — — arctg ——,  insumin . E Ux 1 
| SA EL) k “kel S vi) arctg et (e BEE J.-p dretg e SS 
cele n diferente pentru k € (0, 1, 2, .. nj si reducind terme SCH k? -t k i k 4k l 
. : 3 umen E A ` det Lets 
asemenea obținem S, = arctg 1 — arctg — — = lim 5, uctg 1 + arctg ——- = arctg 1arctg (R+1) — 
| T 1v 1-4 R (A 4-1) 
Se arctg k. 
= arctg 1 = —. 1 | , 
P - tg larctg 1 + acte (4n -+ 2) — arctg 1] = 12» 
ii) arctg ———— == arctg (k 2) — arctg k; insu TEE s 
k? -+ 2k -j 1 n= l 
uiv Taro” ore "x T ^£ 161 1 ut ^Y idee yy x Dr ti d 3 zx i e à . . 
mind cele n diferente și reducind termenii asemenea obtis id quouis enis iem ae lei de 
nem Sg= arctg n +arctg (n — 1) — arctg 2 — arctg 1 = br SÉ UE 
1 : TM | ) > xp = COS ——Á + isin —— pentru PE (1,2,..., 1] 
e arctg m m - arcte (—3) = lim S, = — arctg (— 3). Bosbed. n r per EPs a ee Th gn 
B quM tg | ) EE g( ) 92 4-1 7- i 
z Ll Ti 
S on Xr qb 
ann 1 E d M k EET 1 A i A ii Ja d 044 € 
iH) arctg — = arctg — — arctg —— ; însumând, cele al — Xko kl 
247 k-i k moy 
n relaţii si reducind termenii asemenea, obținem Sg = w— 9e dmm 
e “n e i El — Xp 
= arctg —— => lim Sy=arctg 1 — >» 
] ua LE mo 
NEA: E | — cos — - E 


iv) Mai întîi demonstrăm că tg (arcctg x) 


Fietg (arcctg x) — a, notám arcctg x — b= x-ctgbs 


1 : . d : 
— « — , Deci arcctg (14441) = 
ctg x 


tgb —a-a =itgh= 


1 1^ A A 2 ` 2 
= arctg TEST arctg (k + 1) —arctg k; insumind TD NE 
LO | S ul > * " | 
ki Deal | 
cele m egalitáti si reducînd termenii asemenea obţinem | 
| PA ` et, ée a. IA | 
Sy = arctg tA — =æ lim S¿=-— + 1 m 
A e E A 4 H A 
y 5 nore E == — HN Ss 2 | 1 
2 cil 
i top - Í to (51 IF Y $ 
y) arcctg 2A? = arctg —  — arcig (2k4+1) —arctg 24— 1), PR QU TER CNN 
a "n BE. 2 Zi" Da f ]- o 
" BÀ fuu 


însumând cele s egalitáti si reducind termenii -asemenea 
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părțirea a. două numere complexe, 
rm amplificar ea fractiei cu conjug gata numitorului). 


Acum calculăm suma Gg == , CUE — c 
Pi 
Ba] fé 7T 


Th H : 
eu BR ir 
Emm — 5 CIR AAA c gc» e — > lo zl zë 50, 
hui 4-1 
-——L EE 1 
Dec lim DP sme s e e 
ao n 2 
. "2 
2 sin? — 
2 
69. I, opum iun €——————————M—— a a ———— TC 


, x : 
Sin? — 2 sin — cos — . 
2 . 1 
= UN. — == lim PON > 3 a m= — o» 
AX Y B X me exc p, 
eco X* te n x« 
la — a Pentru ca f sá aibă limită 1 in y = 0 trebuie cat 


H0) > a = 


D ; : 
l = la == 2 ; mal mult chiar, cum f are limitá 
ín punctul x == 0 si aceastá limiti este egalá cu valoarea 
funcției în x == - 0, atunci putem spune că funcţia f este con- 
tinuá in x — 0. 


70. O func tie HEU bj] ^ R are genä? in punctul de 

i SIME. Xy E [a, b] dacă » numai dacă limitele laterale 

acest punct exist 4 și sint egale, adică lim f(x) = lim Ax) = 
XX) fX. 


a <A Ex 
c-hm Ax). ' 


SX. 


care se realizează 


5 H 3 Ki 
GE [n — k -+ Dis — (n — k + Da T 
Ac i. m Ra H 


si lim E —141 
gh 


sin 4(x — 1) 4 


d) Zil = lim HEC E " 
n AA 3 
wies i j 
ie: co 1 tg 3(x — 1) 1] 4 : 
LO) = Em — 2 + UE =— c d, 
2-11 5 sin (x —.1) 9«] 5, i 
xi 
| 4 
= Dm fx) = — s 
1 5 i 
T : e af 2x A 
ii) (—1) — lim [4 arcsin —— j= 4 - 
el d 1 cl x*j 
Set l 
sin 2(x* — f)x ! 
la (—1) = lim == iata ia o NE 
3 ? H vi 
xd x?—1 


Xx i 


dacă m < 1, & «1, E= HN IAE T vv 
P li abs om n 
0 pentru m <n 


pentru m = # 
+00 pentru m >n. 


(0 = GO = | 

" | 
A | 
D UU 6x 
2 
EEN 

i 
v Us 


si dacăx EQ 

72. Fie A = fo Géi adicá h(x) == i dacă x c 
o sau x= Q. 
Fie x,- 0 un sir de numere rationale nenule, 


ACI 


d 
“3 
ond 


CAPITOLUL ii 


Dacă mt { | 
"e CONTINUITATE. DERIVABILITATE 


re iraționale atunci Ayn) le 


ge 0 
"E O E c DERIVATA DE ORDINUL s, APLICATI ALE DERIVA- 


1—x  TELOR: tangenta, subtangenta, normala, subnormala duse 


: Eie pa a unghiul sub care se vede o curbă dintr-un punct dat, DERD 
pt sl A Dei MAC = Deal b Dat uen => VATA UNUI DETERMINANT, PROPRIETATEA $1 TEO= 
as (1 — x)? 


REMA LUI DARBOUX, PRIMITIVE 


PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE 


E 


1, Sá se studieze continuitatea si derivabilitatea urmä, 
toarelor functii; l 


yyo99 


ER CETA NEE | 2 e 
2 (n — Da”: MEG (i) => lim f(x y) = ————. unde în 
(1 As A1 E A 1.1 (1 n x)? 
talcule s:a tinut cont det |x| <1 = lim x* =Q. 


0 pentru x == 03 


9 


| x? — x? pentru x rational 
pentru x irațional, 


1 
CRY S 
palo !**!! pentru x € (—oo; --1) 
Ld 1 1 
vi) f(x) pentru y = —1 
EN 2 e 
1 


la o curbă dată; unghiul sub care se intersectează două curbe; 


2. Să se determine valorile constantei reale a astfel încît 
următoarele funcţii să fie continues 


—€—————— M 
piei ee 


i VU Zx? pas l pentru x 2 Í 
29-13 | 
Sara, ` pentru x < 1, 


[2tg x:arctg— pentru s c [—1, 0)- 
E D 


pentru x — H 


pentru x € (0, co). 


3. Să se cerceteze derivabilitatea următoarelor funchi 
i f: R — R definită prin 


33 K 
sen x «sinó x dacă | x | & E 
f(x) ZE 3 | fe: a - a z 5 » 
p CUN E a a e Aa 2 dacă dE 
| SCH x «Sgn x + o 4' ^4 lacá | x |> SCH 


fi) f:[0, x] + R definită prin 
v x) = max [cos x, cos? x] 
USRR definită prin 


A x) == max [| | — X l, 6 lx H | 


iv) f [o HE R definită prin 


fo) max 


4. Fie / : R > R definită prin 


E tg x, tg zzi ; 


2 


| x!sin— pentru x £0 
f(x) = X 
| 0 pentru x — Ü 


) Sá se traseze graficul funcției, 
i 


i) Sá se arate că derivata funcţiei este discontinua în pe. 1] in care funcția f este derivabilă. 


3. Să se arate cá f : R + R definită prin 


hi7 4 
x? sin — pentru x%0 


fla) = y 
0 pentru x = o 


este derivabild în orice punct, iar derivata este nemár 
tn vecinátatea originii. 


P 


6. Să se determine numerele reale o si b astfel încît funcția 
Fi (0, co) ^ R dată prin: 


fa f in?x pentru x c (0, ei 
ix) SE Ke 
a AE ES 


ax +0 pentru x € (e, co) 
sá fie derivabilá in x — e. 


7, Se consideră functia: 


i) Să se determine domeniul de definiție, 
ii) Să se determine a, b, ce R astfel incit funcția! 
e Sf Pl) pentru —1<x<0' 
Elx) x Ki H ^» 1 , ^ N ^5 F > f) 
axX*--óx--c pentru x 29 
ă fie de două ori derivabilă pe domeniul considerat, > 
8. Se dá funcția f :[0, Y = R definită prin; 
o dacă x=0 sau x —1 


3 1 
dacă 0 « x e ma 


e 
dacă L<x<1 L 


4 
Jen l E $ 
dacă 1 m—— XL A x di 


D odd 
d 


i) Sá se determino multimea punctelor din segmentuf' 


[0, 1] în care funcția, feste continuă, 


ii) Să se determine mulțimea punctelor din se 


(Fac. de m 


z 


reală cu valori reale si T} 


: P. Pie j :R > Roo funeţie iv) f(x) — D t £& € RNIZ, 8. 
graficul său: (x — 2)Y(x — 8) 
C R, 2x +3 — ^ 

: E My s € RNC 0, 1] 

Se cor A planului real R? în Go cs 
el însuși LL Bx 4 4y + 5), "HH "IX: 

(x, y) e E”, yi) j i X) p ES Pre H & E R N SE ER & 
a)-54.-se arate si imaginea 1 du a mulțimii Ty prin 4 l ES SZ: 
este graficul unei func jii SR: R vi E e Xe «ER. 

b) Sá se arate cá, dacá functia f eriy ti ge A 

b) á se sa inciia f este derivabilă atun] > viii) f(x) = 2 e SER. 

functia g este derivabilă si rec iproc. : 

As Sá se găsească relația dintre functiile f’, aa == E Sg Ea X, ER, 

d) Pre Dd cá functia f este definită Era Ha el sin a x) f(x) = — 4)e*, IER, 
pentru V x € R, să se determine g’ (1). ; v 1 

(Pac. de matematicá) xi) fía) = pg? | xc RN 10]. 

10. Se consideră int 2 le (0, EE (3, 4) si funca xii) f(x) — Sege — xyt, ER p JEN, 
nile u : (0, 1) > (2, 3), 9: (2, 8) > (8, 4), w: (0, 1) = (3, 4) Sg Se ER SEN 
verificind relat tiile; xii) f(x) = In (a + x), X E (—a, 00), 

— In x 3 
i) w--vowu xiv) f(x) pS —3 X E (0, c). 
1 f 
— Lä dacă H egye- ] m AM. E 
20 de xv) f(x) = xn (1— 48), eter i 
11) v(x) mE 3 i l i) f H i A bx, x e a í Di 
O dacă 2--— «x «3 El JA) = AN a ci pee ced 
ën eck. eu — 1 : We, 
in x 4- 3 dacă O - <L | | xvii) f(x) — — x-In(2-F ax), € R, vele, o 
a) Sá se determine punctele în care funcţia u este cons UE & 
tinuă. ui 31 - 
: z a xvii) f(x) = Bn x X E (0, co). 

b) Sá se determine punctele în care funcţia u este deris sum) UU i Sl ) 
vabilá. xix) f(x) = afin x, x € (0, 00). 

Fa le matematică). 2 Qt. . | : 
EE 12, Fief: R — R definită prin f(x) = x". Să se calculeze1 
11. Sá se calculeze derivata de ordinul n (n c N) a funca Pu) „ru fo 
tiei; : T = f(l)-44—— LAT, HE, MEN, 
WW II 21 ni 
x--2 
e fix) = — 
13, Fie f(x) = e T 
i) Să se calculeze: S = f(0) + f'(0) +... + f9(0) — 1 
in douá moduri. 
ii) Pentru ce valori raționale ale lui v, expresia 


= fi) e Ze 


nac 


14, Sá se calculeze suma 


pentru x € R\ Up 


D 
15. Fic. ERR definită prin f(4) — MU Sá se 
Ka 


dedos suma Sí) = 142 L.A aT si 
im S, ru x € (6, 1) folosind derivatele funcției f. 


[ins stitutul Politehnic) 


16. Scrieti ecuatia tangentei la curba y = x9 -L343*—5 
care este perpendiculará pe dreapta 2x — 6y + 1 = 


17. Arátati că subtangenta parabolei de gradul n, y = x® 


este egală cu a n-a parte din abscisa punctului de contact. 


DH 


18. Calculati is ca M si subn ormala la curbele 
Y re ai 2 base 3 9 Fass t 3 
p= Al, y] x ox) 


19. Scrieti ecuatia tangentei si a normalei la parabola 
2 == 4ay în punc tul (xy, Yo): arátati cá tangenta la parabolá 


în punctul de abscisá xy = 2am are ca ecuație dreapta 
X bessi SH -+ O, ` 
7H 


20. Serieti ecuaţia normalei la curba y = — Va+ 2 
în punctul de intersecţie cu prima bisectoare. 


21. Calculati aria triunghiului f format de normalele si de - 


coarda care trece prin puncte je de intersecție ale dreptel 
de ecuaţie X — y + f-0 eu parabola y= a? — 4x--F 5. 


22. Determinati ecuaţia tangentei la curba 
s + y) ais — y) 


in punctul (0, 0). 


23. Trasati normala la Sur j — x In x care este paralelă 


cu dreapta de ecuaţie 2x — Zy + 3 = 0. 


24. Arátati că subtan sgentele la curba y =a (a. si 0 


fiind constante reale) sint constante. 
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25. Arátafi că subnormala la curba y — x in (cx) (c fiind 
e constantá arbitrará) este de patru ori iq portionalá cu 
abscisa, ordonata si suma dintre abscisa și ordonata puncs 
tului de contact. ZZ 


26. Calculati unghiul sub care se intersectează curbele! 


De 
x+ 43 . x? JL 4x Lg l 

E GES SE Și Y IA i ad 2d a ii) ^P ov d 2 
29; Tos TAE M al alti. 


şi y = ii. y? Sen 4; on Ee == 2x x si A a Ge Bi n 


» y= ME x Si y= cos K xc SCH rL 
E 


Loge 


27. Arátati cá segmentul de tangentá al astimidal cuprins 
între axele carteziene are o lungime constantă a. 


28. Calculati lungime: a tangentei, normalei, subtangentel 
si subnormalei id 


= a(2 cos — be 
== a(2 sin — sin 21) 


= 4 sin. 


$) cardioida: 


E 


P 

ii) astroida: [^ 
Loy = a cose 

ii) cercul: | X = a(cost + t sin ) 
SCTCul: y e a(sin fra COR 2 


29. Arátati cá fangen a la hiperbola echilaterá xy = e 


 limitatà de axele de coordonate este împărțită în două seg 


mente congruente de punctul de tangenţă, 


30. Arătaţi că hiperbolele xy == a?, x? — 
sectează într-un unghi drept, 


31. Arátati că lungimea. subnormalei la hiperbola 12 — 
— y? = a” în punctul curent este egală cu abscisa acestui 
Dee | 


y? & D? se intera 


Á 


E Sá se alle: unghiul sub care este văzută gn. de 
E, y ; | | 
ecuație pus 4e ~ 1 = 0 din punctul P(5, 7). 


34. Sá se afle ungi hiul sub care este văzută parabola 


.. de ecuație j y? — Ke = 0 din punctul A (125, 75). 


35, Sá se scrie ecuația normalelor la parabola care are 
ecuația y = X? — 4x -+ 5 în punctele de intersecție ale. 
$ Ld 5 D 
acesteia cu dreapta de ecuaţie. x — y + 


86. Sá se determine constantele reale 
2» » 4 > 
curbele de ecuaţii f(x) == ax? + bx + 1 si 


| ber o 
fie tangente in punctul 7 e JI 


| x5 x x? 


31. Fie Micha mo e 
H 


1 1 


d Ww "ctf el, ER mun zlaad M 
Sá se demonstreze cá x = 1 este o rădăcină dublă. 


Iw, 


a si b astfel încît 
P 


3 x 
ea) = să 
El | 


— GÀ 


1 x x? x? | 
1 j 1 1 | 
38. Fie f(x) — 2 " 4 | : 
12 22 8? 4* | | 
Sá se demonstreze cá x == 1 este o rădăcină triplă. À 
39, Sá se demonstreze că valoarea determinantului | 
sin (x --a) sin(x +b) sin (x -+ c) sin (x + d) i | 
cos (x +a) cos(x--5b) cos(x--c) cos (x + d) | 
SE ay b, €i d, 
€1 A 81 hy 


nu depinde de x (unde a, a,,b,b,,c, c4, d, du €,, f £y AER). 


ee | m e 
40, Fie a, x c R, 1€ (1, 2,...,n]. 


i 
X ee br. UÉ AAA | 
ca Ai Ale zace n xia de | 

m i 
D H 2 M 
A(x) m 
GES ¿ D z , 
p D $ 
i A d 
4x | T E M 


(d | 
e n 5 T An E — f 4 + 1) 
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Sá se arate că; 


Proprietatea lui Darboux 
(sau proprietatea valorilor intermediare J 


foa 


ie 


S 
Sl.) » W E FA SUA A i p 
există cel puţin un punct £ c (x; xo) astfel încât ji 


Ke 


Fig. JHP. 


` dacă f este o funcție continuă pe [a, d) si Fa) 4 f(b), atunci 
orice dreaptă y == c, situată între dreptele y == Pia) și y = 


== f(b) intersectează graficul neîntrerupt al funcției f cel 
puțin o dată, | 

P1) Orice functie continui pe ún interval are proprietátea 
lui Darboux pe acel interval. 

P2) Dacă f:[a, 5] R este o funcție continuă d 
Fla) * fW) < 0, atunci există cel puţin un punct £ c (a, A 
astfel încît f(E) = 0. 

P3) Dacă / este o funcție continuă pe un interval 7 și nu 
se anulează pe 7, atunci f păstrează același semn pe Í. 

P4) Orice functie derivatá are proprietatea lui Darboux. 
Se spune că f : I — R, unde Z este un interval real, este o 
derivatá (sau functie derivatá), dacá existá o functie deriva: 
bilă F:1I- R asifel încît F(x) = f(x) pentru Vx c 1 
(iar funcția, F se numeşte primitiva funețici f). 

P5) Dacă f:1>R are proprietatea Jui Darboux, 
atunci ca nu are nici un punct de discontinuitate de prima 
speță. Deci o funcţie cu proprietatea lui Darboux pe un 
interval / poate sá fie discontinuă în orice punct din 7 si nu 
poate avea puncte de discontinuitate de prima speță, 
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ste pumed de disi ontinuilate de prima 
L dacă. funciia nite laterale finite in x, În cazul 
| limitele later ale sint egale, evident ele sînt diferite de 
Gë ), deoarece funcția nu este continuă în Xx, 


*olesind ud Ee € Darbéux, sá se determine 


T 
valorilor urmáteareler funcții: 


SH 


e) f(x) == COS X, H eus PD, T 
mw 
p= re(-2. El 


g) f() = etg x, T= (0, 5), 


E 
42. Folosind proprietatea Tui Darboux pentru functiile 
continue f:R-R: 


y f(x) = 4 —3x—1 086 

iJ eR 394 | 

se arate că se anulează cel puţin într-un punct c € (1, 2), 
respectiv c € (0, 1). | | 


id) Sá se determine valorile parametrului m ER astfel. 
ca ecuația n — 3): x? — 2(m — 1)x 4--Am — 3 = 0 să admită 


^ 


o singură rădăcină în in! tervalul (2, 3). 


43. Funcţii care au proprietatea lui. Darboux - (exemplu)? 


f :(0, 2) — R delinită prin: 


ft) = 1 + sin x are proprietatea lui Darboux, decarecel 


sin x =yE€El-1, 1] > " 
inf f(x) =0 si sup f(x) = 2 => pentru 
sem, ëmgi & ex (0, 27 x 
« E 0, 2] ecuaţia sin x — « — 1 are totdeauna o solu: 
reală, 


A se ia E = : 3 "E 1 TET 
punctul x = —l $i valoarea E in x= s fără a lua toate 
2 à 


uneg Care SH OH pn 
, 2) > R, definită prin | 


Bee e 
4 à 
a 
e 
E 
SY 


f 0 pentru —2 «xx O0 


as, 


(x) = 


d 
H 
eran más 
1 
i 
Ld 


+ pentru 0 «x «2 


Fig. HL44 1 


nu are proprietatea lui Darboux, pentru că la valoarea 0 în 


valorile intermediare Íntre (0, D, cum ar fi de exemplu 
des Dar restrictia funcţiei pe (0, 2) are proprietatea lul 
Darboux 
ii) fie f : [—1, 1] ^ R definită prin: 
no x--1 pentru xc[-—1, 0) 
idolum 
3 x pentru x s 0, 1] 


nu are proprietatea lui Darboux pe [—1, D, deoarece 
uu 1 Eos. Sup îi : 1 

pentru x, — —, == ȘI C =, avem fla) zs a 
p 4 &' fe) £ 

^ 


Fig. 01,44 il 


esc flu) al fa xa), deci nu există nici un punct 
1 L) 1 
MAU. mem astíe j incit FE ic Seaca, 
2 4 3 


'vafie: restrictia funcţiei f la intervalul [0, 1] are 
proprietatea lui Darboux. 


(„1 pentru x «0 
| 
1 


ii fx) ee 
sin— pentru x>0 
Ka 


a? 


definitá pe R, 


această funcție nu are proprietatea lui Darboux pe R si pe 
nici un interval care-l conține pe 0. 


sin E pentru x «0- 
iv) f(x) — 0 pentru x = Q 
1 
Es pentr ux>o0 
X 2 
Y 


A 
Fig. 111.44 iv 
Cum lim f(x) = eo =f nu are proprietatea lui Darboux; 
xQ 
x20 


că f ar avea această proprietate, atunci ea nu are nici 
pi nct de discontinuitate. 
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are o primitivá G pe R, d 


a fi continue: l 
i) fie f : R > R definită prin 


1 
sin — pentru x £z 0 


dires x cu [a|«t 
a pentru x — 0 


este discontinuă în x — 0, dar are icut lui Darboux, 


id 
Em ok | in— pentru x —0 
11) f(x) = (X definitá pe R 


1 pentru x «0 


f nu are limită la dreapta lui 0, 


E 
ezo 


iii) fie f: R = R, definită prin: 


im f(x) = l, dar f are proprietatea lui Darboux, 


E 
COS — "pentru x £x 0 
X 


D pe ntru x == 0 


Cum lim f(x) nu există, rezultă că feste discontinuă în x == 0 


X—0 


„totuși ea admite primitive, adică este o funcție derivată; 


fie F : R > R, definită prin 


T E 
x? sin-— pentru x £0 
EN 


F(x) = ; . 
0 pentru x =0 
„Funcţia F este derivabilă pe R si 


aa a 1 
2x Sin — — cos — pentr ) > 
X sin — OS pentru x 40 
E (x) E X X : S : 
0 pentru x =Q 


Funcția e : R > R definită prin 
| | 2x sin i +0 
: | 2x sin — pentru y0 
el x) = | x 
0 pentru x=0 


4coarcce este continuă pe R. 


* 
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45. Există funcţii care au proprielatea lut. Darboux fără 


E 


funcția transformă intervalul [0, 3] în el însuși, dar nu are 


o9 nstruim aplicația H RR H—G-—F 
proprictatea lui Darboux. 


€ 
Functia H este o P a m f Într-adevăr H 


ES d : 
este derivabilă și H'(x) = {G — Fy(x) —G'(x) — Fla) = Hi) Funcțiile c, sen, {x} nu au propr rietatea a dui D 
| i l N boux pe intervale de for e a, a] cu a > 0, dar au aceast: 
COS — + pentru x # í ] R E " E » Se SE 
a g(x) ENS d x) uu fíx) L4 ES H ` proprietate pe 1—09, 0) S i (0 d ), (se GE IX B. 
SOY Uf FATE] 
0 peniru x — 0 Definitu. 
o de > Á O pentru x — 0 
&eci Í are proprietate a lui Dari DOUX, deoarece este deri ivalá, Ceo BR R, o(x) T I 
| pentru x 20 


46. Dacă f : I^ R are proprietatea lui Darboux atunci f(T) 


Es TET * Î ar e 3 ir Dia tat d bel GE t 
este un interval. Reciproca, În general nu este adeváratá: dacă numitá functia treapta unitate a lui He 'aviside. | 


SE eun internal nu rezultă cá f are proprietatea lui Darboux. Blu [ ^^ —1cu —s-1« x <n pentru x «0 

[1 pentru —1<x<0 P Së 1 n ou AS xn pentru 0 | 

DR -| ud pue Os x«l = N — numită funcție partea întreagă, | 

este definită pe 7 — [—1, 1]; fU) = 10, 1] deci este un intera r} = x — [x] numită funcția partea zecimală.. | 

Val, dar f nu are proprie A ea lui Dae boux. :R > (—1, 0, 1) definită prin: d pă 
l ES pentru x <0 f 


Uu 
gä 
jaat 
n 
Hi 
ii 


0 pentru X sx 
1 pentru x 0 


numitá functie signum (signaturá) sau functia semn. 
iv) f: Rx (0; -R definită prin f(x) ui are A 


prietatea cá f(—1) = —2, f(1) = 2, deci ia valorile —2 s 
totusi ea nu ia valoarea zero. C um da nu este conțiană în 
K == 0 se contrazice propoziţia P1, că orice funcție continuă pe 


ei ăla po it at ae S 


E 


Fig. HL46 i 


E luăm intervalul Y = (—1,0] C Z, avem i b == -(0, 1), un interval are proprietatea lui Darboux pe acel interval, 
"deci f(Y) nu este un infe: al (între fii) = ; JO s - 0, v) Funcţia discontinuă f:[0, 8] > R, definiti ` ui 


funcfia nu mai ia nici o valoare EE a [—1, 01). 
d ( X pentru x c [0, 1] 


i x pentru x C T9, 2 li 
Do = | l MEN 8 --x pentru x c (1, 8] n 
» [2x—3 pentru x c (2, A n | 


| 
| 
f 
1 
| 


Fig. H46 


ii) Vom considera două functi Hi derivate (deci două ` 


functii cu proprietatea lut de ) al căror produs sá nu 
3 "ES Pre. mp F i qied ) 15 ISFA 
un inter E inir-un interval, de exe dion m A r Sje aibă proprictalea lui Darboux 
ET 
Ka . fie F, C: R 2 R definite prin 
| 1 1] y is re nu este un geet : 
mi, PI Si, m 
2 | 12 ; — Sin — pentru x £0, m 40 
i Fi ` = E 7 T Y 
Evident privind superficial proprie tatea lui Darboux Peel. p ; 
aT AA rl 7 
i Fa A id onat si anume; aty , 
utea face un rationament ero a 0 entru y = 0 
id VEER à functie are proprietatea Jai Darboux pue P 
A 2 AD A ad oi ES ter 
PO a Mn om Ee al de exemplu [0, 3] într-un intery 2 ,.m 
ran mé bes uM — Sin pentru x 0, qm 40 
și anume în [0, VI, G(x) =$ m - | 
47. Este rl ca suma, diferen 7 NGA Produsul p aona 0 pentru x = 0 
Li 5 oan 23h acen d 
1 RO care ai prof etatea lui Darboux să nu aibă această | 
44H 1 / i v Man Ge a = D E a ^ D 4 i 
rA EECH Puncfia F este derivabilă si derivata sa este] 
of LOR >, R 2 . m m a 
1) Fie fv fa: R. E d — A SIR — — COS — pentru x st 0, m X90. “a 
1 PEN (a) zs "n x Aa n 
2 | sin — dacă x >0 d d entru y = 
fla) = | x i | | H E 
i lacá x e a 
1i dacă rs! | Functia G fiind continui, are primitivá, este o funcţie, 
„4 Ds | derivată, deci are proprietatea lui Darboux. F 
— SÄI) — gaca X > | Li 
| M i j Funcţia Pm : R > R definită prin 
0 dacă x € 0 me. | E "n 
OU MEE DS m Di 3 = COS — pentru x £0- 
O dacă x >0 nu are proprieialea lui 1 Pml: See Gla) — Fax) A 
Us + fix) 7] 1 dacă ze D Darboux , 0 pentru x = 
îi) fie fu Ja 10, 1] > R definite prin . Ze este o funcție derivată 
| - ȘI Ym: RR definită prin 
eso dată aie &1 Si Ym: R » ` Pia | 
pia Zong X | 
Hait a 


m | 
sin— pentru x x 0 ) | 


este o derivatá, 
suma nu are propricialea lui Darboux, 


| 

Dax) = A este o derivatá | 

E, caca cal uii | 

— cos — daca O0 « x x 3 0 pentru e d 

e de 

fa) = * eg 0 Cui pa este o derivată, rezultă că $i funcția 2 d 

2 dacă X == || 

) i |l 

| [0 dacă 0<ssl , ud pentru x £4 Q | 

Ao da DD NR 0d. fs A prc i w , : i 

și fo) = (fu + fa) | 4. dacă x — 0 f: RR, f(x) = XL == fpa (x)] = ge | 

Ti | i — pentru x —0 il 

mu are proprietatea lui Darboux. SS A A H 
tatea lul. Darboux, functi d | 

Deci cu toate că f,, fa au proprietatea pa | 
" 

E 
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lonsiderám funcţiile derivate A, £, : R —^ R definite print fune iva y Er ur 2 : 
Considerăm funcţiile derivate fp fa: R — R definite prt i functie derivabilă F cu proprietatea cà F' = fsi cum deris 


vata oricárei functii derivabile are proprietatea lui Darboux 
atunci f are proprietatea lud Darboux. ` 

— Dacă f ¡Y >R este o funcție astfel încît F(Y) = 
="(f(x) |x C Y} nu este interval, atunci functia n nu 
admite primitive, cáci dach f ar admite primitive, atunci f 
ar avea proprietatea lui Darboux, adică o dată cu două valori 
ar lua orice valoare intermediară, deci imaginea lui Y prin f 
ar fi un interval — ceea ce contrazice ipoteza, m 


l * ox 1 * 1 mp " 2 
| sin? — — sin — pentru x X 9 


E. x X 
pentru . x = 


x 
1 


Ge ANDE 

sin? — + sin — pentru x 4 0 

j X X 

(x) = 
| E pentru xXx = 

| e — Orice functie continui admite primitive, 

12.29 AR l 

|— — sin? — pentru x 

4 x 


xs a | X / d * 
Fie Mx) Cf) fal El: fom 1 ! 


Ka 
c 


48. Fuincţii care admit primitive 


Trip 
ceci 


— entru «=0 1) f(x) = arc dal- TEE EN j 
4 PTUS ) f(x) = arccos T... admite primitive deoarece este 
| e 
se observá.cá h nu are proprietatea lui Darboux într-un intera continuă, 


val care contine originea. | 
funcţiile f, si f, sînt funcţii derivate şi mărginite, „d SEAN 
I 5 fA 8 fe j o ii) (a) SID — pentru x c RN {0} 
Ais = ^ | f este contis 


. Teorema lui Darboux 0 pentru. dose 


uM E nui, deci admite primitivă, 

Dacă f : I — R este o funcţie derivabilá pe un interval E 

atunci derivata sa f' are proprietatea lud Darboux — adică nu. 

poate trece de la o valoare la alta fără a trece prin toate 

valorile intermediare. | 
Consecințele proprietății hui Darboux se vor extinde și 

asupra teoremei lui Darboux. 


s: Í | 
ca . sin — pentru xc RN 10} MELLE 
iii) f(x) = * admite primitive] 
0 pentr H rz 


fie Go primitivă a funcției continue.. 


1 
Primitive ela) = 4 cos — pentru x 50 


X 


| j ; s d 0 entru x60 
Fie fi I — R, unde J este un interval. Spunem cá f admita tra x0 


¿rimitive pe I, dacă există o funcţie F : 1 +R astfel inciti 
3) E este derivabilă pe Z : 
îi) Fri = f(x) pentru Vx € I și F se numește prin 

tiva funcției f. — 

e Q funcţie care admite primitive are proprietatea. L 

Darboux, deoárece dacă f admite primitive, atunci exist 


atunci 
X? cos 1 OG 1 
RN d os ; "Al pentru x £0 


este o primitivă continuă a funcției dat 
3 F 


Ri 
e 
ed 
vin 
we: 
E 
n 
B 

e 


1 : 
v cos — — 26 (x) + 26(0) 
F(x) > -ao x? cos — — 2G(x) + 26 (0) 


EF 40) == n LV O ——ÀÓ—- 
ZE E i EA deis işi 20 X 
1 G(0) 
AE Hu cos — — 2 lim G(x) — G(0) == G'(0) - n5 2(0) = 0 
d x 0 x—0 i 
E E 1 
SR e "Sin — pentru x 40 " "em 
iv) f(x) = e I admite primitive. 
0 pentru x=0 


1 5 
208 — pentru x Æ 
E A e 
v) (a) = x 
0 pentru x —0 


admite primitivej 


De G o primitivá a functiei continue 


E: TON 
x sin — pentru x z 0 


| 


0 _ pentru x==0 


b 2 1 A b 
a? sin — — 2G(x) pentru x 40 
X 


| 
Flo = 4 
| 


— 26(0) pentru aca 
este o primitivă continuă a funcţiei date si 
| 1 ute 
ERR 
F'(0) = im ———————- = lim ——— A i 


20 X — 0 & X0 X 
TE SNP l 
= lim {ysin — — 2 + ———_—_ | =0 =[(0), 
M) X X 
49. Existá funcții care nu admit primitive 
—1 pentru x «0 
d f BR R, Fix) -| 


1 pentru x > 0 


nu ee primitive, deoarece imaginea lui R prin f este 


mulțimea i— 1, b, deci cum această mulțime nu este un 


interval rezultă cà f nu admite primitive. 
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Sae actus 


ar avea proprietatea lui Darboux. 
Pentru f(x) = [x] mai putem spune: deoarece F(R) = Z, 
rezultă că f nu are proprietatea lui Darboux (iransformá un 
interval într-o mulțime) si deci nu poate avea primitive pe R. 
De asemenea, funcția lui Dirichlet, D :R.—^ R definitá 
m f pentru xc Qq 
peus dum “LO pentru xc R«Q 
deoarece nu are pen ietatea lui Darboux, Tape care rezultá 
din relația D(R) = 40, 11, fiindcă (0, 1) este o mulțime şi 
u un interv im 


nu are primitive pe R, 


—1 pentru x B Z, d 


p^ 
P aui ed rl EN oe TM 
ii) fxpe O pentru x =0 sif (| E 5 SS J- 


.1 pentru el 0, i| 


p 


% 


iv) f(x) = i pentru x = 0 


pu pentru + if 0, — ) 
W 2j 


„nu admite primitive. Funcţia f se mai poate scrie cat 


f60) = giu) + 


A(x), unde | 
AE pentru x € [- La, JE 0, 2] 


E pentru FER 
er pentru set: SES d 


' 


gla) = 


0 pentru x= 


1 pentru «eo. 5) 


9 — Teste de analizá matematică 


: H) fatittiile 6; Sen, [x], {x} =x—[x] nu admit primis 
cive, căci idacá ar avea primitive, ele ar fi funcții derivate și con 
` form teoremei lui Darboux, « 


de 


.cumg at pri imitive Bind o Gestion şi hum admite 


“Dacă funcția ar admite o primitivă: 
primitive, rezultă că Wf nu admite primitive, A, 


CR R atunci Plaaz F, + Ci = - KE 
Eto, e) = Fat Ca 


Cum orice primitivă este o funcție derivabilă, deci cona 
tinuá, atunci primitiva J este continuă în origine, decis 


F (0) = lim F(x} = K 


0 pentru X <0 


ch funcția F: R — DES 1 , 
y) funci y RR fx) — pentru x >0 
e x 

nu admite primitive. Este suficient să arătăm că f nu are 
proprietatea lui Darboux, dar se poate rationa el direct: dacă 


FR >R ar fio primitivă a funcției f, atunci am avea SE "mw 
| Fla = F(0) F(0) = lim F(x) = Ca CUNT UN 
FO = F'(0) == Fa(0) == lim —————— = 520 
S S T edi 0 g des. 
x20 K pentru x< 0 
0) + F'(C4) K | ET METRE TL de 
eum lim LTDA (Ca) = lim f(C,) = oo, ceca ce este absurd F va ţi de forma: F(x) =. He geb pud seb 
Sa A 0 d X € f 4 
e>0 x0 X 
(in calcule, pentru F s-a aplicat teorema lui Lagrange). NE — Im ` 1 
dar F'(0) = lim ——— = lim sin — 
d pent TU x c zQ. a, YN—0 ^. X0 x 


nu admite 
2% pentru c RNQ SH ES 


vi) /: RR, cu f(x) = | 
primitive pe R. | m 
Fie u, v: e — R, u(x) = x? si v(x) = 2% ma ecuatia 
SE sua) x? m= 24 BERG trei rădăcini reale si distincte: 
€ (—1, 0). Xa = 2, X34 == 4 Și se observă că pentru orice 
x pi a avem v(x) >u(x). Se observă cá f(6, 710) — 
= (36, 49] N Q pe cînd /(/6,.7] — Q) c 25, 27] = (64, 128] 
ceea ce aratá cá f nu are propritate a lui Darboux și deci f 
nu are primitive pe R. 


entru orice x > 0, nu are limitá 1 10, deci F nu este - 
derivabilă in X = 


feos n pentru ks 0 


viii) f(x) EE X 


1 nu posedă primitive pe Ry 
| i 5 pentru x0 ` S 


deoarece dacă G este o primitivă a functici continue g; 


jov Sf | 
"As Cd As a7 T v 3 ^ mA 
f , 0 pentru x <0 ed x Sin. : pentru x % 0 
vii) J: R= Ra Ja) ET — Os pentru x > 0 0 penty u as 


i XX X 
nu admite primitive.- Fie funcţiile f(x) = 0 pentru Di Aj sin SS + 2G(x) pentru y #0 ge 
H i ic | E, KEE : us e l 
&€(—oo, 0] fix) — sin — — — cos — pentru. x. E (0, oo) 2G(0) pentru x = 
x X X 


H lio, e este o primitivă a funcției f| (o, 0) 
Dia oy este o primitivă a funcției f [i œ) 


F (x SS C pentru x E (oo 
EM i El Dacă F ar fi o primitivă a lui f, atunci 
m 7 : i A - 
; Fax) == SIN pent p wc (0, 00). : us b pot o 
X Jr | (0, w) = I1 | | (6, ei + Co 
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F fiind derivat bilă, este continuă, deci e E f H(x)--C  pentra x 40 
| deci F este de forma F(x) —4 | , C —— 
E erica (0) mM inn Tix) == Es + 2G(0) 3 A 2 X ad peniru amm 


2-0 
.<9 - Fix) — F0 His) -L C — E 
i dir Plx i € L DEN d Ze atunci^F'(0) = = KC ER Ze Y) 8 ) 4C. (0) ` 
eg (x) 2:4 4- 2G(0) : a0 x —0 x0 x—o0 
220 : , H(x) E NEC 
ME = lim —— 7 — lim | x sin e = 0  — == f(0), deg F nu 
deci F este de forma: San g - x 2 
„poate fi o primitivă a funcției f 


— x? sin — Ed 2G{x) -+C pentru x 4 0 


P 


tot 


nu posedă primitive pe R 


x3 dacă x c RNQ 


2G(0) pentru x = 0 


si deoarece imaginea unui interva al (Va yd), prin funcția f 
F'(0) = lim Ped 9) e. lim x dut d nu este un ine : ES deoarece f(|/a) Ei Le Kë =s 
R | GE PO x == p V 3), iar f(x) 2C pentru V x € (Ya, VD), deci f nu 
4-2 lim- iac AL = LO — 2640) — £(0) = 0 dar f(0) => > E ee? die =3), b=5,c=8, 
= F'(0) z f(0), m F nu este o primitivă a funcției f. $i tee H es i = " nu admite primitive, 


nod 1 
2x sin — — cos — pentru x E RN {0} Se analizează ca în exemplul precedent, iar, de exemplu, 
x 


ix) f(x) — i | imaginea intervalului (V 15, /17) nu este un interval. 
g Eh 90. Dacă o funcție f :[a, b] — R nu admite primitive, nu 


rezultă în general, că funcția f" = "lo f nu admite primitive 
(n c N): 


nu admite primitive pe R, deoarece: fie H (x) = x?*sin EN 
Fie f: [—1, 1] ^ R, definită prin: 


X 
pentru Vx 40, dar H |, y este o primitivă a functiei 


leo, o și Hl, o) este o primitivă a funcției f| (o, o). 
Dach ar exista o primitivă F:R-—R a lui f, atunci: 


Flia 9) = Hl 9 + C 


1 
Ge COS ?— dacă x + . QU 
JU) sem D | nu admite primitive 
O dacă x= 


x ioo 2 i 
Foe eu lna EE fie Fla) ES c sin p + G(x) dacă sefi, IN 10] 
C Y A] = i : 2 


Cum F este derivabilă, înseamnă că este continuă pe R, 


G(0) dacă, x = 
deci: 


inde G este o primitivă a funcției continue 


F(0) = lim F(x) = €, | : 
dC E ue Së c — a 
<0 IC | x sin — dacă x c [—1, 1I5 (07 
lim F(x) = i 2 g(x) ' 
mp 0 dacá x=0 
4*9 


Dar To: =L s OR deci f nu admite primitive, iar | 4 ues 
; aec = 2x sin — — cos— dacă v #0 
funcția f este pitrati funcției. 112) fie f(x) = SE sch SE A 
A 1 " DS KÉ ` 
cos — dacă x #0 DEE x 
hlx) = x care posedă primitive (vezi a.v). 


0 dacă x —0 


51. Operatii cu funcții care admit sau care mu admit 
. primitive: ; E 
i) dacă f sig si T EE care nu admit primitive, atunci 
1 
RS 


y » NEE 
este posibil ca — g, fe, fog să admită primitive: .- 


St 
24 sin — dacă x £0 


0 doch x — 0 


admite primitive: 


SE ea 


fie f(x) =, "M m. Q și glx) = 1 = fD. 


y t— 


1 i 

9 a? : x 

e îi x? sin — dacă y 0 
fio F:R=R_ cuF(x)-—41 x 


0 doch x0 


eer 


Funcţiile f, g nu admit primitive, deoarece nu au 


proprietatea lui Darboux, dar (f + g Mx) = 1 pentru orice a A f . von 
xc Ref +g lrs (fex) = EP O pentru orice ER, deci este o primitiv à a funcției ^ iar funcția g, admite primitivă 
Jf- is €, fg admit pr imitive pe R; fiind continuă, 
analog Fog = In. 1 SE 
i 3 a D Í ee D A * si o D COS TOY dacă A; ob 0 
ii) dacă f si g sint funcţii care admit primitive, atunci baee cx 5. 
Ge posibil ca J +. & f — 8, fe, fog sá nu admită primitive: 0 dacă x = 
loo c dad xao admite primitive, iar l 
2 
iil) fie fa Ju 1 | 1 | 
w , ` CNN r) 5 t ak i 
sin? — — Sin — da ach x 0 Pia cos? dacă x 40 
S Y : P = X | 
| D dach x —0 
ZI NE „dacă x0 nu admite primitive. 
glx) =S j l i „4 ` R E : d l ; 
Sin? — -+ sin = dacă x 40 52, Exisd funcții derivate care nu sini continue: 
| xy wb i 
care admit primitive, dar funcţia fg nu adie primitive; = | X? sin — dacă x £0 
fie F:RR Zeg Fie g RAR g(x) = X 


1 A i A | 0 — dach x —0 
| COME o 1d EE pe R si 
"n ( x) quum (J2) ES om 1 2 E 
— — sin? — dacă x £0 
4 X 


iar F nu are proprietatea lui Darbou x, deci produsul fg nu 
admite primitive. 1 
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0 dach x — 0 


funcțiile f, g, A = E -f admit re pe R, dar 7? nu 


"cu f: RR si definită prin: 


` SH 1 ; 
j2xsin— — cos — dacă x #0 


0 dacă x —0 


e ivat 
În particular, f are proprietat 


nu este continuă în x =Q. 
e 
fi continuă, 


REZOLVÁRI SI RÁSPUNSURI 


1. i) Explicitind functia obtinem: 


Lac, entru x c 2] 
|2x — 3 dii TS (ce, 8 
—2x t: pa. ? 1 

$ pentru x c (2, ett] 
/ 2x "T 1 = a 
e pentru x € (—1, 3] 
1 pentru x E (3, 4] 
| entru. (4, 
(zo; Pentru a (4, 00) 


Functia f este continuá pe tot domeniul de definitie. 
Funcţia f nu este derivabilă pe {—2, —1, 3, 4) deoarece în 
fiecare punct, derivatele laterale sînt diferite, l 


1 pentru x E (—oo, 0] 


| 1-L în PET pentru x € (1, oe) 


5 


Funetia f este continuă pe RN (1). Funcţia f este deris 


vabilă pe RN fo, 1). 


1 Ki w 
= dacă x=U0 
2 


| {ccsa ] dacă x «0 
| | 


Funcţia f este continuă pe Rà f0}. Funcţia f este derla 
TS T | , ei" EE 
vabilá pe EN {0} U ix] U (2% asd 1) i.i unde & GE Z 
a 
BEEN | | n 
adică pe RN E 2 RcZ $ "m 


1 dacă x0 
0 dach x— 0 


iv) f() =] 1 


Funcția f este continuă pe RN {0, 1}. Funcția f este 
derivabilă pe R10, 1j. | 


trebuie ca pentru orice sir 4, — a.sá avem lim flap) =/(4).. 
. e WC eet 


Vom considera sirurile convergente cátre a: 
Za Xos esis Xps se > A, CU x, rational 
yp» Yo eo Ym 7 a, €8 y, rational. 


T1 c0 N=>00 | 
deci lim f(x,) = lim (x3 — 12) = Of — a? — 0, adică a = 
N> i Piet 


sau a = 1. Deci problema continuității se pune în punctele 0 
si 1. În aceste puncte, pentru orice sir x, — a, cu x, rational, 
si pentru orice sir y, > OCH Y, irațional, avem: 
lim f(x,) = lim And = f(a) = 0. 
2 p> PFD , 
Dacă șirul a, — a, a = 0 sau 1, are un număr finit de ters 
meni rationali (irationali) atunci de la un anumit rang 5 
toti termenii șirului vor fi irafionali (rationali) si ne vom 
încadra in unul din cazurile de mai sus; deci lim f(a,) = 0. 
n0 
Dacă a, — a are termeni rationali și irational în număr 
infinit, şirul a, se poate despărți în două subsiruri distincte, 


NT 


convergente către a si formate din termeni sau numai rafios 
nali sau numai ir ationali, iar sirul valorilor functiei va fi 
convergent către fía) = 0. Deci f este continuă numai în 
punctele x —0 $i x= 1. i 

Cum o funcţie discontinuă într-un punct este nederivas 
bilá in acel punct evident negarca propoziției: f deriva- 
bilă => f contin ză, atunci dE va fi studiatá numai 
in punctele x = 0 şi y = 1, | 


pe | (2 — 43) arcsin L 
e i V 

vif )-) |. MNT l 
— (x? — 4x) arcsin 37 pentru x c (0, 4) 


^ 


pentru x €: [4, 00) 


; 2(x — 2) arcsin SC Rae 
fm = 4 
i —2(x — 2) arcsin —= ne y. 619) 7g x c (0, 4). 
Die XQ X... X4. pentru x, rational. Vă 
i; EI E $ D 
Np Yee Yw pentfu y, irațional 
Mq Xa, o Xp «+ pentru x; rational 
yp Yo Yo ss pentru y; irațional si orice ic N. 


f este continuá pe (0, 00) | 
J este derivabilă pe (0, eo)W 1 (43. 


——— 


H A i im || v BE ox eL 1 em € = 1 
23) pell? ZELLE 


Vom obfine: 


f(x) s FU) E (a — S£ RN o ol 


x-i 


d SE 


M 2 da 
lim ALL Dm = lim Le T == ad 3]e] x 31a]. 
Em Ca == { n- X. Lu rom Sei : 
lim Jon) — AD ES DU M 0 Pentru ca funcţia sá fie continuă în x= 1 trebuie ca 
tico Ya — | fo yu — 1 | : 


= 3] a| adi că: 


& 
—--1 
2 zs 


Cum pentru cele două șiruri a ambele convergente 


Pian E 


cátre 1, limita raportului Han) — AU depinde de alegerca EE modulele POPE 
erc | NP i P 

sirului (4,)pex, nu există f'(1). p“ l x Se? „pentru g > —2. 

m T X8 l EN | E 

Cum lim Iu (a M n) 0 = lim Leto)? — (ta)? == 2 d — Mus 4] pentru o —2 
food Xa — 0 [n as 2 ` 
= lim [(x,)? — x,] = 0 o pentru a 2.0 
Ti-— 00 | a | == 


| —a pentru a — 0. 
Lía Sos H SÉ 

m fon) HO) = lim M o "m o E UNE 

neo Me —0 noc y, D < Pentru « E (—oo, —2) => — (= sp j = —Íq > 


Consideratii analoage cu cele de la punctul 
ne conduc la concluzia cá pentru orice sir | 


— 0 


= OG a e (—o5, hh 
du (a, zeen 


avem lim Plan) — HO) 


fid Gu 


si f'(0) = 0, deci i dile nu este derivabili in RN 107. 
138 " 


Gu 


Pentru « & [—-2, 0] > z Jl = —3a => 


2 


> 4=-—2E[-2, 07. 


7 M L 


= 0, deci f este derivabilă în x 


2 
"Pentru a c (0; 00) ecd ic äm zë a € (0, 00). unde în calcule s-a aplicat formula trieonometrică ș 


Restrictiile functiei pe (—oo, 1) si [1 " i sint functii des iM y 2 sin X — Y te x + y 
4 E Sa H CN I e — DS — 8 
continue fiind funetir elementare. . 2 2 
í 1 3r 
i) Bech? tg x + arctg i —2:0.— 2-8. | | 
TOS * 2 — sin? x + se (— =) 61/2 
EL 
— liy. eg fa (- 1) = lim trm : — Im id a 
xy 1-c x1) a? ef T al TE dE T 4 
= 2 SCH ex. . - - E i 4 
7 d 
1 pentru a = 0, funcția este. continuă în punctul x = 0, —8 V3 2 "5 8 Ge Vă 
restricțiile fiind „continue. deoarece sînt funcţii elementare, e A e cl ien Pa, 
D TE PES i: 2 4 4 4 2 | 
Ke b T ke o lem lim -————————— Zi 
3 sin?x + COS x. Sgn x, pentru | X | < 4 4 apan y 
| n xx — 
V PY 8 : 
8 9. i) f (x) 2 81/2 m pe 
& — — sgn X pentru |x| 5— 
Led 4 4 X i ka 
1 În punctele | x | = — « x = 4 S derivabilitatea o vom. 4 
i 4 e | 


E 


studia aplicind definitia functiilor derivabile: 


SVX Va së Kä 


f este derivabilă în punctele + s deci f este derivabilă 


mE ge "T pe tot domeniul de definitie (restr ictiile sînt funcţii derivabile 
f 7T) am NE 4 4 ZS 4 us : e fiind, funcţii elementare). . | 
4 did x vs [cosx pentru cos > cosy 
ot "ny f(x) m 3 3 ES 
4. cos" pentru cos?x > cos x 


(COS X pentru x c [o ;| 


4 iion X T pie 
n A — — i e H 
P0 e ae ei at e Zum FRAMES eem 
ec COS pel ux c E 5 d 
2 — sin x pentru x c: 10 E 
sin^x-Lsin x:sin — + sin iar as 
ro = 


: y i Tr 7 
—3 cos? xsinx pentru x c E - =| . 


Semnul expresici E îl vom analiza cu ajutorul tabelului: | 


sină | — — x 
qt) . Cos? g : EC 
L| Um -—————-—1im -———————-— 


fi 2 Ee Sé ` " = x dv | | | 

: Ez T z ` E | 

de ia Eer eegen : 6 i H | 

> 2 o 2 sin UMS | ES 0 D | x e KE os E d 

e d "S Ld Keiers Ge Gë i —— zd | | 

iT T | H 

| sin| — — a yer | 

yi^ D O v z 2 i . p 6 : f | | 

A ER == lim — = — lim ——————— == — 1j COS vens E eu E ET d us "E MEAN | 
de aa di Ko a ko ut d des | | | 

Tt 2 m 2 E He DNE EE E E EE EE ———————————— e — i 

ech, f vc semnul | | | 

| expresiei E | "i NE RO LE RICE. ES i 

| | 

M H SI ii TE E ENEE EE — | 
deci f nu este derivabilă în punctul 5" | 
NS T T id 

` N m A M^ DEEN E | 

T oni 1.1 e SMS ES IP i 
li) f este derivabilă pe RNJ — — p — 4e : gj EE RM | 
| "UR 4 | 

H 

iv) Explicitám functia: se ON NR E | 
(d 1 0 | | 
x tg x ` pentru "s tex >tgx*sinx w? 3 ] 


gx Fie cos ———— < 0 = -— ua AU 
2 2 2- 2 


dut 


l f E T 6 Z 3x ; | | | 
tex «sin x pentru tg x + sin x > SN t ` - | | 
i | 


=tgx pentru x c E H 


te x si * pent " UE: 
o X e siu M pentru X E e "sg 19 


Deci f este derivabilă pe E He ES 


9 


4.i) Cum —1 € sin— < 1 — fe ein. < x? së 


=> graficul funcției f(x) este tangent parabolelor: 


ux 
= 
m 
D 
pad 
fe] 
D 
| 
p 
m 
ed 
Uh 
bei 
H 
H 
ke 
e 
| 
un 
pe 
B 
> 


= 42 En 2 
SEA, Y —x 


eig (ss x — sin 3 = — 2-tg yesin ————— cos 


142. 


aro! 
0 pentru x = — 
Rm 
I 1 
pore A pone 
Din f(x) — ( [E + Zir A + 2k 
1 l 1 
A ENTU y = 
7 H e$ Y Y kp 
— + Aker — + Af 
2 2 


și k € Z, rezultă cá în vecinătatea originii curba admite 
o infinitate de bucle tangente celor douá parabole. De remar- 
cat că funcția este impará, deci graficul sáu este simetric 
fatá de originea axelor. 


Fig. 4.4: 


2x sin LP cos Es pentru x %0 


i) f(x) = X WW 


0 pentru x — 0 
si f’ este discontinuă in origine, deoarece prima restricție 


aia aid P 1 
nu are limită în origine: lim 2x sin — —0 deoarece 


x0 X 
RU ge „d : 
— 1 < sin — <1 = —2x< 2x sin — < 2x si trecînd la limită 
D x 


în dubla inegalitate obținem valoarea limitei zero; lim cos — 

x6 E: 
nu există. a trigonometrice sin, cos, tg, ctg nu 
limită în punctele Loo: fie șirul convergent. către zer 


2 4 — . d . (m ? 
a= —-*— , atunci șirul sin — = sin| — 1] este de forma 
Zn : Ka 2 
70, 1, — 1, 0, 1,..., deci acest sir nu are limitá, deoarece in 


afara oricărei vecinatáti a Beo O existá un numár 
infinit de termeni, analog în afara vecinátáfii punctu iui 1 
sau a punctului — 1). 


1 2 | 
2x sin — — — cos — pentru x 40 
pe N 2 
5. iw = x“ x x 


0c pentru x — 0 


D 


2 
Xn = Pla) = Va Tac (Gan) — 2 |/ Zeen cos (28) 


= —-2Y si deci lim f'(x ^ ) = — eo. Fie şirul convergent 
no x 


1 
către zero X, = ===, /(%a) = =2V ( 20 -|-1)x si deci 
V (2n + 1) 
lim Ziel = Lea, Deci functia derivatá este nemárginità 
Ti-— 


in p originii, originea fiind un punct de discon3 
tinuitate de spefa a doua. 


NE E e 
SA s filo) 


Punem condiția ca f să fie continuă în e și obținem 


qe +b = nm 
m deci e. 
e diio 


«y 


7. i) Domeniul de definiție este [—1, 1]. 


lira, Í 
= a + arcsin(—x) pentru —1 < 


lax? + bx + c pentru x z 0 
problema a derivabilitátii se pune în x = : 0, functia g 7 trebuie 


să fie continuă în x — 0, deci € = SECH 


Ly 77.3 : e 
EP = Pl — 2 s pentru —l<x<0- NC =- (2x. / X19 as săi EL 
| gt xj = | e } : i | S Cum Aa m AAA, dacă g este derivabilă, 


2ax + d ^ "pentru x 2 0- E 4. 
i ` 7 KR id 1 ET i H > 1 GE 1i 
PN E atunci f este derivabilă, | : 
e i A s "A a 
cum o este derivabilă in x — 0; rezultă că a =0, oS = 4 2g E i P an ER 


8. i) f este continuá pe 10, 1]; d) d acá p ) = sin x. avem; 


ii) f este derivabilă pe [0, Jon, 1— E? IL TANE 3x7. . 
iy 37 ei x: ES 2 S 
3 vá EE pa a pe H d aa 
9. a) Pentru ca TCR x R să fie graficul unci functii NE X — a? 
RR, trebuie conform definiţiei graficului unei funcții, gi) e d GUSCTN dal i EN $ v5 2 i 
3 > er 2 du 


CA pentru orice £ real, sá existe un element a real astfel 
încât WO, n , <P. Deci, D= up) = lulx, fix)) d x e 
-iQx--1, 3x-- Afla) +5) | x c Rt. : S 
Dacă 1 € R, pentru ca ", u) sá aparțină lui ou Cu tre Jute 
să existe un x, astfel încît 2 = 2x -+ 1 și u = 3x +4 fară, 


10. iuncta continuă v Ele o aplicatie Sa a inter- 
valului (2, 3) pe intervalul (3, 4), transformiud intervalul 


D 3 2. d 3 i 
( z] în" ( a si intervalul E = D în intervalul Fi ; d si 
A E ot | ud 44 2 i 14 


Jem 
5 == 


ed 


Deci, pentru un număr real £ dat, avem: | 
i | 2(x = 2) pentru 3 < x € — 


Pu.d e S | E 4 
44 des al d 5 LÍ EOM de 4 m 7. Si Ce | . y lx ) € d 1 l 1 3 
| 2 2 S 3) pentru — & x «4. 
si : : | 
| 


Deci u(x) = vx) o w(x). Funcţia w trans sformä intervalul 
(0, 1). in intervalul (3, 3 + sin 1) si cum 


TED T 272 ^ 
sin 1 > sin-- == 
: 4. 2 


¿E 1 ES 
T ==] € (Up) deoarece; à 


elementul v căutat $1 care depinde de £ este: 


>) 


in acest fel, 4 este unic și e a fost determinat, 


“rezultă: 


b 
3 


pA P "n y ` + . E E 
E sinx---- pentru x € Lon = d 
A l l 


2 sin a + 2 pentru x € (o a resin - 


S 
d 


1 


aid | 
li a) « este continuă în x == arcsin p si cum restricţiile 


b) Funcţia g este suma fanctiei gy = 


e 
poum, 


funcția compusă 4fo% unde A(f = — —- Dac sînt funcţii continue, înseamnă cá « este continui pe (o, 11) 


Ei 


TE 
. Ge e S dE Dux. Da Su este derivabilă arcsin -p> 
derivabilă, g este derivabilă, H fencjia w este derivabilă pe (0, 1)) Je Eu 
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"n Ca si în exercitiul precedent, vom descompune fraepa 


1 ..1-2 NOR isá într-o sumă de fracţii elementare: 
1.1) P= DP f(x) = 1-2-3 compusă într-o 1á d 
$ Eia) ix: a” 3 3c 
ee ÓN (1-—x) (1— x) 2s 4- 3 A B -£ z D - 
ten ee o. meis ur R! i dar MEE wipe EE 
Presupunem cá f!"(x) = ries y . Vom analiza Eë? x*(x* — 1) x x zk x—1 
H S H " a po " Z ES ară: à A Sa hh, A re "aM 
relația de derivare este verificată si pentru ft: prin SEN 2x +3 _ (A 4-C + Di? - (B —C + Pie Ax —B 
„a ps " r Aul A4. up —. 1 x" x? EE 1) 
deri ivarc obtinem ap zem TAE de | £l == e o ) ( / 
| (1 — x) Aplicind metoda coeficienţilor nedeterminati obținem 


= —— ES ———— , expresie care se obține si din AS-C+4D=0 ro RS 
ü- => E «D eg Se : | MEE 235 | | 
pasul A, atribuind lui E valoarea £ + di Deci pentru Ya EN, B= €E + B= B = — gl 
fa) = Hd — A =2 =» 4C = — Fuss 
(1 — i 5 
8 T NS TS De 
8 Ax) ——— — 4 — 4 f(x) se 07, 
— X 1 X (1 — gra ` | 1 
| | Duo cp CHE tai 4, NNNM MN 
(x) = pete dio DY x M Wd v x. duod 
n d n d | i 1 
GEN EE Ee 
iv) f(a) e i ; na d 2 (49 2 ul) 
AV qp ecc SE EI - — 8: b. £3 A r) 
fi) 1427 e i pa aur Zem 
X) == A Cd 
(s — 3)? (x — 2)? pr) ge 2i 2a g Z284 LA 
AX NET ess e cero Qo e e mean m nesortate 
" 41.2 ER: P xà Q (x 4- 1) 
PU) =P A qu E 
(x — 3)? (x — 2)? DENS EE 
Fils ide» qu LS 2 qm 
| m (x — 2)? Presupunem că? 
Presupunem că f(x) = 27 . ESA zs [D TUE mE a E ou (—10 Rl " (—1)y . E 
Ga (x — 283 o Dc pi ghi 
GENEE demonstra pentru NU): prin derivarea expresiei | Gë 
f'"(x) si prim observare, adică atribuind in fs) lui E E CL a n MER 


valoarea k -+ 1. Cum cele două expresii rationale coincid, 
atunci putem spune că | 


f) = 27 (AY e al 83 (—0* - al 
(x — 3)” 1 (x — Ain 


2 RET Dp 2 (x — ne 


și vom verifica valabilitatea pasului & + 1 prin observe 
adică atribuind lui & valoarea -+ 1 și prin calcul, derivind 
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pentru n>2 


pe Fax). Er um cele două expresii raționale coincid putem 


Spune; * 


fa) = 2 À (=1)* * al NM 3. (—D”" n! mE: 
Ă ani PES 
d UD A c dun xod 
f; (x up 1)” i 2 (x Ss n 1 yat 
_5 X de 1 jme ^" n+1 i i 
SE GE SC ^ S | pentru Va c N. 


vi) Fractia compusă o descompunem într-o sumá de 
fracţii elementare: 


- ja) "xh ge | 


Jala—bx  a--bx 


Nx) z= d b REC NM 
ES i — bx)? i (a 4- T 


7 LETeo 5p 2 635 
A VAL c seen EE 
A We 2a m — bx)? pt (a + St 


$ k [yt prp 
Presupunem cá fM(x) = A EL PA E -1) MALA 
2a| (a — bx) (a 4 gt Div à 


si demonstrăm valabilitatea pour -+ 1 prin observare- 


(atribuind Jui & valoarea h + 1) si prin calcul (derivind pe 
Ditz )), deci cum cele două rezul! ate coincid putem spune 
cá pentru vm EN: 


fr) = EL " Cup ET 
2a |(a — pxyeti s (a + dx) 


vii) ¡WU = (x + ae. 


viii) Putem ns a formula de derivare a lui Leibniz) 


(f ig) - E C; fe pentru Yy EN. 
Rap 


Deci fi (4) = cL gx E (—1)^3? + 2(—1) Pix + 


da fin D 
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dx) Aplicăra formula lui Leibniz: 


uN. | (n — îm) 
fe (a) fe (1. ATUS, X^ 2) cos{x 4 t T e Lise xd eos ^ d A scade ek 
, (n — — 27 
— n(n — 1) cos 
m. at ; 

x) f(x) = - 61x + 8n(n — 1) — E : 

| A i 

xi) felis) = Le 


xii) Aplicám formula lui Leibniz: 


FO) = B — De (i n) amt ara 


SECH TEVET + 2). 


xy ` 
SH GE. 
lp € 


Eu — 1L — DI 
xiii) Po) zs SH qui) = l ( Zei (n t 


GER Xx (a+ xy "M 
(n) Er n! EE H 1 1 
sis) Ja) = ir nai d Le A), 


2 8 —. nm 


xv) Aplicám firmae: lui Leibniz: 
die f(x) =x si FAC i) == In(1 — 4°). Funcția f, are i darie 
vatele f(x) — 1, fe X) = 0 pentru. s > 2; iar funcţia £i 


are deriv atele: 


gl X) = In (1 + x) + In (1 — x) 


i 1 1 
QU) mM ee e 
eul ) icd s 
e 1 1 
a rper 
er E 1 . 2 1 2 
po —^^P^PR——— 
id we 
(n (—2"1-(n—1! (n—1) 


G+ D 


si inlocuind in uM tus Lobwis obținem: 
FU) = 0 Je) atit) + CLP) - ru) = 
— a ga) Ea a 


xvi) f(x) = In(a + bx) — în(a — bx) 
fo) = um "6 -]- Ga eg E. |: 


(a+ bx)" (a — da 


1 2 
4. Hn du) 
xvii) J F(x) = el (2 + ax) SE zl: 


fla) = 4l ii NONE. UM E 
. nli24 ax — (2-4 ax)? y? 


ax + 2(x - n — 1. 
n(n — 1)(2 + ax)” * 


fa) = (yr. 


apoi se va verifica valabilitatea derivatei JOFD comparînd 
rezultatele M RM din derivarea funcției / si prin atri: 
buirea în $, n cu n + 1. Dacă rezultatele coincid atunci 
derivata Ji”) este adevărată pentru orice s.c N. 

“Pentru a = 0 avem x € R, iar formula nu mai este valas 
bili-si f("(x) = 0. : 


xviii) Aplicám formula lui Leibniz: 
Fie p=, Elle Aa. fil = 
fi (5) =6, f(x) =0 pentru n 24 si 


AB de —1)1 


şi conform formulei obţinem: 
- fit) = Caf Pla din i) 4 ETA (Dr (0). eh n q) + 
E Ch fi (4) + SP AA) = 
= x*e (x) + 3natgfn79 (4) A. on — 1) - gl MU) + 
+ nn — 1)(n — 2) - ga), 
apoi vom substitui derivatele succesive ale fi unctiei g,. 
xix) Sé DH formula lud Leibniz: 
fie f(x) — x", gll — 1n x cu f(x) 


— 0 dach n >p +1 


— nci Ve 
si a HRC. 
x^ L4 
p 
> fa) => CE gis) - ph (a). 
kc 


Dacă p = n atunci: | 2 
f(x) nin xg i H A 1 A uH 4- m 
| 2 8 n] 


12. fila) aen ze DI zm 
ft) = n(n Pe 1)" à > fru "(n — 1) 


f(x) —n = fin) =y]! 
Mm Die TY | 

Td E ! Du 
ROCHE + -E CE = (i 4 1)? — 27, 


13. d TE + Dé 


k=l 


E 2. (1 - 41] =1 E d'EU kl) + 


2n 
2. (De Bp 125 CD A 21 + A] = 
; k=l : 
z14[—21—1!4- 314 21 — 41 — 81 E... -L 
+ (—1)?* - Dn + Nr (12. (24)]] = 
== 1 -p [(—1)?* - Qui +14)! — 1] = 2a +1) 


=1 + St. HÄ 


Tes 248p 3s En donasse fu tum 


(240) qs (x--1)? 22m: Am. DM 26 x^—1) 


Al doilei mcd de lucru: i 
Fractia compusă o descompunem pt o sumá de fracti 


TAR IEI a pentru xxl 
elementare: | l EI 
x+2 1 1 == n n n adn? - 1) 
dr ám pik — 1) =Y ANS => pentru x=1 
Ge x41 dx De D | ) 2 P» : 
—1 — 2, 


dar 3 + f(x) = x 4- 2x2 ba. + una? gi derivind, obținem 


n 
EINE == f(x) id A f'(x) ges 2 q? e yb + 
Hoz 


Aa 1)2 29 x (x x y yt] | 
CR 4211) 1 (x um anala yl) En Du cil gel 


nn ) Guil pentru xl, 


6 


Lei tj 
Se. d —1.2.3 NOLUERIT e 
2 (x ) €— E SUR d Se SE => 
(x + i (x05 
fea) = ES Ten D). a G = 1 A T.U! " 
X í aX (e Ver 


(x SE y - DPI? xl 
en A a e 2 Pen'r tru x c (0, 1), avem lim Sap) = c cs 
Der 


== [114 0!--2!-- e e Ee 3i de ues | dd 
(Pa -- 1 4- (DP — 1 = - Qn 4 + 1)! 
S H) -———— JE = 4 e El, deci trebuie să 
(x41)? x41 (+ 1? pA 

existe divizibilitátile: o 
x+1]1 si (e A eisen, 


14. Fie suma în progresie geometri icá x t Leit, kk 
3n- : E 
D X E Se X alt 

d ft e, MEN, Derivind m membri 


o 


X LI NND 1 


Fig. HI.16 


obtinem: 8 E | 
oy i — ecuaţia tangentei (T) la curba (1) esto y — b = 
t atra, (OH o A e a an] E223 4 f 

¿Me (3k — 2)398 E e S Se ——— s LE (a) (a — a): 

ka KE SS 1)* — normala este dreapta perpendic ulará pe tangentă în 


Daag punctul de contact, deci are ecuaţia: 
em - pentru Xs j 


15. f(x) e X c E WË (x Wi a): 


n + 1 pentru x= Í - a Fla) 
4^ E + ă 5 . . ow D 
Ax (x — 1) — (x? 1) A — segmentul AP se numeste subtangentá si 
2 v E ! 


f'(a)s31-E22-- ... and = AP = | p = sa | | | 


p 
Cn 
pur] 


peta PB se numeste subnormalá d 
PB AE P Till ` 
MA = e IAE 


rap a Irt - SN 


| M puero este 8x +y -- 6 — 0. 


^ ac. ue 
18. Subtangentele sint; —.; 


A 
3 


X — Xp). 20. 2x — y bled E 3,75. 22. y — x.. 


23. x — y — 82? — 0. 26. Reamintesc modul de a de- 
termina másura siu sub care se intersecteazá douá 
curbe. Fie curbele: (Dj) y = fix); (Ta) y = flx). 


Fig. 111.26 
unghiul dintre cele 


— 9) = 


r4 


io), t£ qa fal tal => Sei arctg fion) — fig) aş, 


LL La fa 


1 A că 
E GE =0 sau p= arctg — zii) arctg Ž ; iii) p = arctg 3; 
iv) 45°; v) 9 = arctg (2]/ 2). 
28. i) tangenta: T = ete ` normala: N == | -2 
sin — î los. — 1| 
| REN 
3] : 3l 
subtangenta: Sp =]y uL jubnormala: Sy = |y tg =, eh 
îi) T-|——., N-[-——|  $r—1» tigt], 
COS / | sin 7 
Soda. e ll el 
| | sin ¿ cos 
Sy =|y-ctgil, Sy =1y- Leit 
29. Ecuatia tangentei este SAE 3051-0. Deci, 


2a  2b. 
tangenta intersectează axele de coordonate în punctele 
A (2a, 0) si B(0, 2b), iar mijlocul SEET AB este punctul 
M(a, b). 


30. Vom determina punctele de intersecţie ale celor două, 
hiperbole: 


¡=—, y= Va mt at — at = 


glo = +=) = 


E 


„Pentru ca cele două curbe să fie ortogonale, adică să ge 


intersecteze într-un unghi drept trebuie ca: f'(x) g'a -—1. — 


f E EVS (VI GC EE 
EC 2 ARS? 
A E 
a D 
can NON MO — 2 Vy +1 1 


(in calcule cum amplificat cu conjugata, numitorului: 


V/5 1), 


tangentei dusă la hiperbolă în punctul P este: y — Y = 


= Va 2 X — Xo), -ilar ecuația mormalci dusă tot în 
| V^ — a ! 
punctul P este: y — yy = —- P — - (x — xy). Lungimea 
H i 0 
subnormalci este 
PEN YoYo : Xo Y xà — a? 
Xg wa mum M —Á——— Xo scis MÀ c M——————— | mm | BE X. | 
V 3i — ai | ces Du iig 
/ 45 —a | x — a? 


. 92. Reamintesc: Unghiul sub care se vede o curbă 
dintr-un punct P exterior ei, este unghiul format între tan- 
gentele duse la curbă din acel. punct. Pentru a determina 
tangentcle duse din P la cerc scriem ecuatia fascicolului de 
drepte cu vírful în A, y-—5— (x—a), iar pentru a determina 
panta 7, astfel ca dreapta sá intersecteze curba în două puncte 


RET Y) 


confundate, vom elimina pe y între ecuaţia curbei și ecuația 


fasciculului de drepte, obiinind o ecuaţie al cărei discrimi- 


nant este nul. Deci tangentele au ecuațiile y — b = M (x — a) 
si y — b = 24 (x — a). Unghiul între cele două tangente este 
^ te f — tg £g DS 
Eh 


1 +8 91 + t8 9e 


Ay» 7. , : 
=>0 E | arctg EN + AT | kÈ £— {— 2, —1 , 0, 1, 2} * 
| TH dq? 21 : D 
 Punctele se află la intersecția dreptei cu cercul 


Eise 


22 4- y? — 8—0 (cerc concentric cu cel dat si de rază 2 |/ 25 

. 
A E , i] , B(2, 2). Tangentele din A sint: 3x—4y410=0 

5 y 5 
și 4x4 3y — 10 = 0, iar tangentele din B sint paralele 
cu axele de coordonate: ^ ~ l 
33. Ecuațiile tangentelor sînt: | o 
3x + 5y — 50220, x4 3y —26 —0. 


34. Ecuația dreptei variabile care trece prin A este. 


y — Tp = Mx — 125). Intersectăm ecuația dreptei variabile 
cu ccuatia parabolei: 


=> Ma? — 2p (122 — TA + d) + (1443? — 1682. + 49) p? == 0 


Impunem condiția de tangentă, adică, 
| | 


Ax => A == 45*(24 9 — 14 À -j~ 1) == 0 => HS + si EE SS 12 


Ecuațiile tangentelor sint: x—2y-- 2p=0, 1 12y4-72p=0. 


35. Punctele. de intersecţie sînt x == 1 și x == 4. Pantele 
tangentelor. duse. la curbă în x — 1 și x — 4 sint: 
FO) = —2, f'(4) = 4. Cum normala, este perpendiculară 


pe tangentă în punctul de contact, atunci ecuaţiile normale- 


de 1 y ds 1 ; 
lor sini: y —a = -— ll sí y = 5 = —-——(x — 4). 
| Xr Un 4 
36. Se impune condiția ca cele două curbe să admită 


tangentá comună in punctul comun T | 2j gd 


Loch 
EN 
"3 


Ch 
och 
— NO 
ai 
ch C 
f 


58. pla x) SS = 5 E op a 
| k Le m Y I 
IB 22 32 4* | 
H " y? X y? xS 
37. Fie Ea ei s ¿Ro R, i, j Şi 0 [e 1 i 1 | | 
vabile si A "RR definită i 2. 8 0 o E 
a £x) Salz) * e. a uix) Xj | 42 22 32 92 32 4 | 
i ; MES loal X) "PM Gass X) 4 1 P v 1 ef 4 
A(x) 2 bes bech d , * A D A A NES i 
à » x : : 1 1 1 | ME. | 
| 
aix) ass (x) Pes Annlx) 1 2 3 o 3 4 | | 
atunci A(x) este o funcție derivabilă pe R și: [0 0. 0 2 3? 4* | | 
| alx) RES p Ala) >) iar f'(1) =0 (deoarece scázind p: áma linie din a treia obiinem E 
i ci : í r 
P SER IAE AUR IR VO CCEPIT EIN liniile 2 si 3 egale). l 
Kai E i 
j "Io (a | (6x Cu - | | 
A'(x) => Kä a;,) dis(x) ... ais (x) EU 0 2 6 | E 
dum f | 7 
aaen 95 8 P Ó * $ $* 9 9 9 9» 9 a 9 9 9 9 w à 2.9 & 9 v2 9 * BS || 1 1 1 | | i 
tta x) Anal X) Ge CENE a paw 2 3 4 | 
y | | 12 E 32 42 | 
deci pentru a deriva un determinant inseamná a deriva pe i | P ~ ME | 
rînd o linie sau o coloană, restul liniilor sau a coloanelor a iar ceilalți 3 de io rminanti dini nuli deb areec | 
ráminind nederivate, apoi insumind determinantii obținuți. St ` zero, UU) = Cum 30) = dX E Mt | 
(S544 43 842 0 înseamnă T x= 1 este rădăc d died | 
(x) = Sa 4g EN o 3k m Se demonstrează ușor cá A = 0 pentru X 
PURS E 12 6 0 e p constantă (conform unei consecințe a teoremei lui | 
e igrange) deci A nu depinde de x. | 
1 1 H 1 agrange) i | 
i4 y „A 49. Cum A (x) 20 pentru Yx ER, înscamnă cá | 
i | JA, AC astfel încât A(x) = Ax + SCH entru Ya c F | 
0 | pl By" be pg ee. M 1 i As P c R. | 
JEN a 0... 0 - 
0 | |o 0 1 | | 
LIA" 1 ; 0 dy. 0 
și AQ—/0) 1: — : Gute An | 
xt x? Lf | y » | 
48 8s 0 ME EECSE | 
12. 6 0 1 ER 1 | | d, O... 0 | 
0 0 ol o JO oas OJ AU m H | 
| A=f0) =]; KEE Sr vies | 
dacă x — 1 este rădăcină dublă atunci f(1) =f d m z= T ^ : H | 
relatie care se poate verifica foarte ujor. i E An | SEN Hr A | 
ge d | 
160 , g 161 | 
11 — Teste de analiză matematică | 
P E à r ESTE . | 
S E 


deci m = int g” = 
e OO 


valoarea 0, rezultă cá AR) 
demonstreazá analog. 
dy. f. este 
{--1, Are JU Sint D = — 
și ] c fi), ), deci AU) li, Y 
e) jJ este continuá, lar rl I zs 
f) f este continui, lim tg a 


deci m = cms —oo, M : 


deci fl = | 
8 pe te continu: 


Rezultă 


muy, o Ha y Mons Pan Gla pr n. 


c) f este MO er avém: a > 


continuá, ave 


azá analog punctulul A cá DI) = R = (i 


TEOREME DE MEDIE: ROLLE, LAGRANGE, CAUCHY, 
L'HOSPITAL, TAYLOR DRAN 


E 


PROPUSE SPRE REZOLVARE 


m 
ims 
dum 
€ 
e 
Ped 
Re 
ebe 
m 
pen 
5e 


valabilitatea teoremei lui Rolle. 
are un extrem în, intervalul (—1, 1), 


ta f ia nu se anulează, 
m: x 


i 
Sech, 
A 
A A 
in 
OR, 
Ve 
EM 


fore se, deci 
este cuprins 


to 


D 


-1, 9. 2 
Lu ire — ȘI . 
X == —oo, lim d S 
7T. 
X. A ; g "NES mu 
! -3. Să se studieze valabilitatea teoremei lui Rolle pentru 
xx us 
E 2 
m sup tg X sz x e 


xe] 


EA? 
i TE | : 
C t £X 04 m 


3, Fie funcția: 


„pentru x € [—1, 0) 


pentru x E[0, 1] 


definită pe [—1, 1], m, n, p E R. Sá se determine parametrii 


An, n, p, astfel încît funtiei date sá i se poată aplica teorema 


lui Rolle pe intervalul [—1, 1]. 


8. Sá se studieze valabilitatea teoremei lui Lagrange 


pentru funcția: 
3x pentru x € 10, 1) 
42 pentru x € (1, 2] 
3 pentru 


7. a) Sá se aplice teorema lui Lagrange  functiei 


feo E în intervalul (0, 5) cu 0 <b <1, 
— | 


b) Formula gásitá. in troduce un număr C (c 
Sá se calculeze C(b) apoi lim C(b). 
D=) 


8. Fie funcţia: 
n (14 Ax, 4>0, e 


Să se veritice valabilitatea teoremei lui Lagrang ge şi să 
determine valoarea punctului intermediar c, 


'9. Fie functia f(x) =—— 


Sá se studieze SE ilitatea teoremei cresterilor finite 


^ 


intervalul [L, 2] si sá. ze roe efectiv această teorema, 


10. Teorema _cresterilor finite se mai poate serie; 
a+) fi) = cu cc (0, 1). 
se aplice aceastá onai á 


-să se studieze val lorile corespt unzăt oare - “patata real c 


„funcția "este - continuă pe i—i, 1]; ia 
tervalului; are un exirem în interval și totuși 
derivata nu se anuleazá in (— 1, 1). Sá se explice acest rezultat, 


dad Ea PR 
Se determine valsa fon pun 


| 
E: 
i, 
{ 
| 
= 
P 
m 
pe) 
= 


12. Fie functia f(x) — x — cos x; x c R. 
i) SÁ se arate cá f este strict crescátoare pe R. 


intervalul | xy, —|, să se arale că; 


Ir | a li — X BG ci € cix gi 
TN 4 A gei Fc) l S a 4 | 


TE A "d M f a — X. < T 
v) sa se arate Ca 4 E e ER 4 Ta T S 4. 


fü) ; en «Ei, 1]. Să se arate că: 


capetele in 


EE 


14. Fie funcţiile f, :(a, bl R, 2c (1, 2, 3 
care îndeplinesc condițiile: 
a) f; conti inuă pe [a, 5] 


P4 cx Dry dus cou 
E ri EN Ci SR Eta j E iiio 
p 
d i e] of ai y 
y i y E 
ES " Kë z Zi EE) ZA ăi 
X 
A cu» 
29 4 Za 
E Lors Zl. i 
1 3 CL. 3 


) Aplicind teo rema cresterilor finite funcției 


fü 
Se a 


ii) Sá se arate că ecuaţia x — cos x = 0 are o singură 


Tin 


valori egale la 


i 
E Ms și 
ined xd 2^ 15 GO pe 
E. Li vM tet fiet 
Iu] m weh eod emp i 
Pia A ht MM E NES 
Ka "3 A n Be : 
pa " DE RS 
m ed cx Ui xd 
es Te g BU 
ced Ee : vA 
iw MR esed be 
mé que Ae 
KE Kg 
Ex e $ 
mM 
($5 ui 
D cd 


t2 Uc 

P^ qu 

KS 

ee qe 
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T . 9 

> mi ri Co 

x pa Ee 

ll md Ve 

be E 

rye cà m i 

Se RT te —A 

Di "Lxx e 
AM pu Wa 

ek A el Tu 
MÀ xem gr ` 

ZS e NS KE 

p" vom m 


Si 
Si 


A 
i 
. 
de 
A 
a 


t 
i 
b 
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^ mo Ba zi y 
> stai E e& A ME m 
» id d y e 
M S CG E d 
a ca Wa ES E 
į Cu d ken og Ew A 
E ra orto ed 0S 
sw x3 a i [o ` A Sen Geng Q i 
al: If d a H m^ 
ac im p Lud 115 a 
etm Ey rrt LA OM € 
va Ga Ka edo egen aro be Me a D i 
Ls Tod We LA S) T rà e 
* M— | ed ` pet KEEN Kei Dead ES 
o » — H pouce e. Do Ze Nod 
: vnl E li Doe poi ~i WS nu ES qe 
en A . pur sn $ ea, 
| Zi d pe ^N a 
ii + "es" Ge bas GG en p i 
«v 95 a 1 t Ko Q^ y 1 
i ^ $ å E) "een ki gen, A pe E Kg p $ ui f 
i e rna Ed tj mei as p pá US T 
| T E A o ki » éi Set mel =p E i 
Lo . GE M m tod i 
M" Spend e LO Sem | E ba EN i 
"s , "én. TC e j e E prom, QO X 4 e, y 
Wier). eat See e e c q Fen E R 
s Q ` = A ? e Sen 
AA Seil sa Aë odes T > ot Bon edet ba LL 8 Sé 
> , Dr ech " pară $ $ Ta: rr 
; t Cu a! ul ER d Ka i se 
= > ` wi "7 "pe m » 2 zc "i 
e mmo] © ër o Ba M. a 
Hd e s pret P A y 
; o 0 E d T woa ehh i 
vi a E BN cS E eot wo " 
"E ` dé ex 
x B3 oe xg e a 
"UN "mn pr ^ S i H 
MO ed D T ix réi, E j cde 
o po "rt ARE pu Se en d zeg, le 
D E? — c ^ 
PON à EUM Bá e -— ex d 
21 [p n Gei EN {il þa A c qeed co 
et A li MJ E en S 
ER We ta i e ] ded 
"ENS eg Be CE D EN visi E pe 
q Zeg Ep es a ei t a [e 
wen mb sei `Ä j bag fan et QC] KE 
des i Qon elo ymo gen Sa 
o D mobi ma Al g Ke? a 
ER Zei "7 es Ki e Es tee ` Sei Sr 
Wes t KR 1 i si XS E No Do 
EI 5 UB I ser id iyd mh 1 ki 
j Q d$ Wem Ze RNC hd Ee : E ER 
et ov =: $ > o d 
ai PM Rose pa ex n3 De hus! 
Ah Ei = E D E Ka ni S Bä 
res peo EN E [m EE Lf 
E. "a Re uA ci bi i 
EL E og H ec i 
icq ps i 2“ 
Re ES e o ec es 
Lem, E kg 
y $e "ki Xv 
2 Duc REN g fa 6 | 
p Zei pui e Ul bpi api t 
E zo i Ta 
bet Zen w 27 Ee Se 
"o cm SÉ ai t m 3 eo 
Ge? E E > 1 KR gue 
E a : $4 Se 
t E usd EE 
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E 


Aaaa a y troc T, pentru s Efo, 3). 
glx) = — arccos a palus bon ` mee 
x EA SS E i x : * a : E 5 
fix) arcig % Ga E 1) %.COS 4 < sin. E x E 10, == 
i (8 : ME L. 4 
E RAPI AR. un(e) AR o o o on Di osi efe res : 
s N CUN pita E j 2sin x < x2 sin x + 2x cos x, x efo, 3) 
27. Aplicin d teorema cresterilor: finite, sá se arate că: | i 


LN Wm yc xr. x € (0, 1). 


.. Folosind regula lui l'Hospital să se calculeze urmátoarele 
limite: 


das ta HE e: z 


b ig S s A : . 

— tg "debo" 77 : sin? x a vo Dx 3sina 
nu sin? a de de S 29, lim ——————. 30, lim oen 
| T. x0 ET — Zar EN E 

T 3 Xx — c 
„dacă la, jim "5 j" F a <d, 2 


31. lim x? 9x, 32. lim tes, 


1 1 | 
11 €—M: Ka 7d nj ule lr i 0 - xo | 
di) ud i "rd x20 2» | 
lv) dr ETA DA € (0, cc). | : = | e i | 
iv) nx < — pentru V x » 89). : i S E | 
: | | x)'—e .  farcsin x | 
2 e TN ; SER 33. lim — ur bo Mer. 94, li E] | 
E y um E ii VA X San X 
28. Să se gute urmátoarele inegalitá dao ES 
a) [sin d — sin a | < X Lay | 
| : X 0 | 
MM y e 35. lim ( ESI . 36. lim (la x + In (In x)). | 
H E <tgb — ipac i, Deg chen "xL EL. 251 E 
"cos? a : ! , 
E TD pq. ` . x sinfsin x) —sin?x e* sin x — l 
c) leosb — cós a | <b —a |. 9 37. lim p RU ET 38, lim ER d 
. — "Sai x z9  sin(sin x) 


E ¡A 
x == Sin X — lg x 


3 H 
; 3 "E. 
Him -———————————————, 40. lim —o 
x90 x? ao E 
Er LIE - dn? — In a? € 4e * — Dcos x 
GE EE EL 1 a. De LECH. 49, fig £7 ES 
: iu iN Co we 0. X— PN 84? 
< arctg x pentru xc (o. sel Docs SE 1 li e 
- arctg x, *. n 43. limi ctg x — i]: 44, lim g 
A : AER i : E E X En 
: E x0 


E 


Dn A 


Sa se înscrie într-o elipsă ur 


bod 


—44*, Baza. triunghiului este paralelă 
a 


lar virful lui se află în una din extremitá átile axel ma 
fiind lungimile semiaxelor degt iar m un parametr 


57. Într-o elipsă de 


0 coardă MM” paralelă cu axa Ox, iar extremități 


: 2 Ad. 4 
zo se unesc cu virful B (0, b). Sá se determine pozi ilia acestei 
+ 4 corzi astfel încît aria triung ghiului BMM’ să fie egală cu un 
l număr dat S. Discutie, Se 
51. Folksind formula de dezvollare în serie LN B, oos aov" a nt de ma fă 


58. Într-un con circular drept cu raza R si înălțimea A 


ae EE drmiioare ele 


sà se inscrie un cilindru circular drept avínd volumul dat 
` ech 
Sin a sin a $i egal cu — m°. Discuţie după valorile reale ale lui m, | 
i) lim ————> ; : | 
xa Xa e. A "n ROPA | 
$9. Aria totali si volumul unui cilindru circular drept | 
ed seat PEE 4 Lo Ca H 4? ? » 
sint respectiv 3ra? si e 6^. Să se determine dimensiunile | 
2 i M i 


cilindrului. 


60. D GEES un punct pe parabola ms A. cuprins 
între punctele A(1, 1) si B(3, 9), astfel ca tangenta in acest | 
punct sá. fie parale là cu.coarda AB. l . | 


i 52. Sá se calculeze cu aproximație 


i) sin 479, ii) |/ 4,17, iii) Y 29, iv) cos 56°, v) In 1,11: 6k de ati cá aria segmentului circular, cu unghiul 
ru a, de ccardá AB = b si de înălțime CD == h este 


53.. Demonstrati că d uri mátoarele limites: nu 
poate aplica teorema lui l'Hosp 


atiy egală cu S zz Se bh, cu o eroare relativ mich WW 


$i yu TOC NE ERE: oe DE 
i) i l u=% atp i , B sînt cons. 


star n reale. poz: zitive. 
d e se arate 
, dar f(x) 


dr. 


eu CHEN ta, 
Ha SEN 


€ geo 
Fi. bun 
ch z 
Fes 
[M 
fa 
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D 


112e + 
1 j 5 i ei 
latam. | 8 
ze Po 


¡AA 


cu 
hi x e 
triung! ulat convex înscris 
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1. Reamintese: T costa tai Rolle: 


 Fie f:[a, db] ^ R, dacă sînt îndeplinite următoarele: e 


conditi: Be 
ai f continuă pe. [a, 5] 
ES f derivabilà pe (a, D 
c) f(b) = fla) 


atunci există cel puţin un punct cc (a, b) astfel încît f'(c) —0 
i) E xplicitind functia obtinem: 
In(1 + x) pentru x € (0, 1]: 
Jo = 0 pentru x.=0 
ail —.x) pentru x C [—1, 0) 
"Vom. verifica EE teoremei lui Rolle: 
a) f continuă pe [—1, 1]; 
lim Iin(1 — x) — In 1 — 0 


€ 

PEN Së j 
Bm In(1 + 4x) —1n 1.—0;. lim f. (a) e 
zan i XD EN 
x>0 


este sii imper vestite vie N, a 0) fiind etc 


SS ER 2 


„mentară, atunci 7 este continuă pe tot domeniul de definiţie, 


b) f derivabilă pe (—1, 1); 


1 
— 7 pentru x c (0, 1 
+a > SE 
j fa) = O pentru x= 
—1 
7 pentru x c (—1, 0) 
l—x 


Pentru ca functia sá fie derivabilá pe (—1, f), cum feste 


derivabilá pe restrictii de. interval, Înseamnă cá este sefi- 


cient sá demonstrăm derivabilitatea în punctul x == 03 


lim - = 1; lim ——— = ; mf (x)= 9. 
x0 Is o 1 — x 2-9 
x<0 x>0 


Deci cum f nu este derivabilă în x — 0, înseamnă cá 

teorema lui Rolle nu se poate aplica funcţiei în cauză, chiar 

dacă și f(—1) = f(1) > In 2 = In 2. 
E În punctul de coordonate (0, 0) graficul funcţiei admite 
2 punct unghiular, cu semitangentele y= x si y = —x, 


2. f'(x)- (ax--b)"3(ex + any [(mac- T noa) + mad Lach) 


| nu apartin intervalului 
| considerat 


ad -L abe 


Xg = om MÀ 


ac(m + n) 


LÉI = 0 pentru x, == — — 


j 
FA 


pm = nU 


3. Functia nu este deriv: abilă in x ; ec 


poate aplica teorema lui Rolle. În punctul de disco 
nuitaté al derivate, graficul funcţiei admite» un 


unghiular. 
E, D LI Te " ` Za "E. Ka A 
4. a) Vom verifica condiţiile teoremel lui Rclle: 
i) f continuá pe |—1, Hj: 


ges este definită pe "0 
l i i Si că f este defini > 3 
| 2i rede Cid) că j este defini 8 și continu? 
pet M 1 al inclusiv 0 ȘI 5, puter 

| pentru Eu, Il" 


Cum funcția nu 
seamnă cá teorema 1 


242A To pe SUTU | 


dii) Cum JH = fil) = 3 


n aplica teoremz 
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n punctul x — 1 deoarece 


pentru x 
pentru. x 
pentru x 


- D. 


tinuá pe [0, D. f(x) = 


(0, 1) rezultă 


pe [0, 5j 


T. A Me E 
$1 derivabilá pe acest 


í — 5 
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Teorema lui Cauchy 


die finca t cR. d E 
si) fe e sini continue: perla, 5] 
T 13) f, g sint. derivabile pe (a, 5). | 
i va) + +0 pe (a, b) | 
atunci ul + g(a). şi există cel puţin un punct e € (a,b) ' | 
astfel încît să avem formula lui Cain E | 
formulá de medie sau formulá a erest 
secs] TI | Hp fa) P6 | 
i GE | &(b) — aal giel | 
1 4 ba 1 
: 10, a) f(x) = 22, £x -- A? — x? | 
9. Explicitind funcţiile modul obti: nemi | 
| b). f(x) p xS (x x A? — ER 13 = mm =% e A: (x + eh)? > | 
| a+ xA x | 
"ES FARE ht PEUT | 
E h | 
Ps ORE a E a xc ; c) f(x) = mx Y n, mix -+ h) + A — mr n = hm => il 
=> mh = mh, iar c este o cantitate care nu se inni | 
: da ia este continui po Ud) în cod Ge 11. a) i) f, g continue pe [1, e] fiind functii elementare. | 
pe (1,2), deci se poate aplica teorema lur Lagrange i P dorivabulewe O cdi fancti T | 
- => cel puţin un punct c e (1, 2) astfel încît | ii) f, g derivabile pe (1, e) fiind funcții elementare. | 
[0 -—f0. 19 4c 4a 5 m Bn a (4) 0 T 
=P le ) Zë, li p wa Eod => ; bad , l - || 
et P" ! de? Ac ++ 1 atunci există cel puţin un punct C c (1, e) astfel încît I 
gle) zel) =ezi | | 
, i caii (C) 1 C e | 
" p Joe O E adi | 
-Reamintesc: Teorema hu Lagrange ` ge)—g) eil e—1-.-e . Bs | | 
fie f Le, b] > R, dacă | | P fa ul 2 2/2 hr 
i) f este continuă pe [a, b] pause MAGOS 
ste derivabilá a, b , , 
îi) f este derivabilă pe (a, b) 12, i) f'(x) = 1 -+ sin x > 0 = f este crescátoar 
„atunci există cel puțin un punct c € (a, b) astfel încât s 
- ávem formula lui La agrange (numitá si prima formulă Pl) =0 pentru el-E 42m ke zl 
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= Pic), ii == Di Til ER in —— > 
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19. Fie /.:[0, 27] + R cu | 


Ss um suma pătratelor rüdácintlor este negativă, atunci 3 f Sa 
cum propre tatea este falsă pentru numerele reale, înseamnă SIUE n (Ap * SID AX — Dr: COS AX) 
da A EE 


că vor exista rădăcini complexe, care vor fi si conjugate ` 
deoarece - coeficienții polinomului sint reali, s 


P(2) = 4a + 2b+e A 32 = 30 
P(—1-ri-esSs- $3 cla br 4) =0 


EE o e E EE 


“Cum f verifică condiţiile teoremei lud ju exis 
'pütin un punct cE (0, 27) astfel încât fis 0 si C El o 
soluție a ecuației din enunț. 


poe ES nae NI ELEM 
16. Fie funcția 4 = tà , care indeplineste conditiile teo- f(x) = o. 1-2 — Pla = Y eqs 258 
: Wer pe ir-a ^ C (xat 
remet hi Role, deci dc E (a, b) astfel încît A4'(c) — 0, dar d dba a) c. =1 (x— a) 
TOTO. Ma A at 
is el B RM: up zi Xam Ass sug iE e > — 
meu VEH 10 p vm di) P(x) = (x — aa) (x — ag) ... (x — an) P 
€ f'(c , 
ü E > E E $ (x — 41) (x — 83) (x — an) +... + lx — 41) (X gl ... 
me CE | | PRO au PO P(x) | 
17. Aplicám Zeorema lui Lagrange pe intervalul [a 4- ES: e lx — Ap) m MM + —— 4 Mum 
a--h4-1] deci dx, € (a -- E, a+ R+1) astfel încît X — 4, 7 X — dg Ad 
i 7h | tt 
fare) fatt) =f) => DF) = fa + 1) — = P) Y 20) 10 
` uL d d 
AO 4 fe rn ^e 4d) fa + 1) Frist = tal. Eil + PO): fla) > 
— jf n) = fla + n + 1) — fla). . | vm | | | 
fla- + A) = = fla m? ) J (a) P(x) A P"(x) ks P(x) i P'(x) : f(x) de (Pia Fx) Ld 


lim fía -+ n + 1) = — fía). 


fleo 


e [P'(x)? + [P(0)P- f'(x) < [P'(x)]2, deoarece f'(x) < 0. 
21. Fie F : R > R definită prin relaţia: 


lim Sl (xx) mA e Ja) + 


ro Bis 
Ed 


18. Fie /: R5 R cu fa) = og jet, +4, 
Evident, f(0) = n si conform M ezei f( 3) > f(O) pentru 
Vx cRox-—0 éste un Ge de minim al functici f. 


Conform teoremei Lu Fermat avem: f'(0) = 0, dar f'(x)= 
= a? In ai + a în ++ pe în a în = 0 pentru Vr C R = 


f'(0) = » Inga = -aff 11 EE —: -fü go) 


F(x) = — fa E SR 


a LI n 
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Se observă cà: 


a) F este continuá pe [0, 1]; b) F este derivabilá pe 


Rc Rod R =1 : 
Reamintesc teorema lui Fermat: O funcție f derivab (op ; 
eoe lu oru VE k^ Zi fy 1 H € Zu == == Ni T e E i EE) 
pe un interval [a, b] are derivata nulă în orice punct d O Ee Y pum (din ipotezá), 
ai +1 


extrem x, € (a, b). Reciproca teoremei este falsă, puncte 
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+l Discutie 


| xı € (—oo, a) 


X3, X, complexe 
conjugate 


Xy = Aa = A 
| 23 = xy =1 


X1 € (—1, 1) 


s 
Xa € (1, eo) 
| X3, x4 complexe 
conjugate 
0 + — + 
s d 
mie dde ses dii 
H 
ge 2 NP E 
2 M Ge ee EE 
| Xa 


ădăcinile 
ecuației 


/, 4, complexe 
conjugate 


Cazul IH. a € (—1, 1) 
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1 + = Discuţie 
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mira er pet ar de 
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ut 
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conjugate 


Analog se vor analiza si cazurile: a > 0, b ES 0: ezo, 


ia i 


iii) ft a Se? 0 => X1 m e n Xa mm 


de 


FD = =m, TI E do up: 


—oo —1 —— -oo Discutie 


LO eu | 21m -- 4 
i j a : 3 3 " m 23 ER 
x eng Ep POM e ami, == | 
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iv) Tabloul discuţiei cu ajutorul șirului lui Rolle est 


Observaţie. Tabelul se poate trasa și după valorile 


metrului g pentru: E (—eo, 0), q=0, q E 10, 


E 


(a) = Bai 


pg EA, oco], iar pentru fiecare variantă în. par v KE ZEE ` 


vom analiza subcazurile: p <0, p =0, $0. 


188 , | l 
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EE 


réómia 


HS 
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(ts 


itf 


1 valoarea 
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iun 


c 
E 


à 
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xo valoare 


iind lui 


inác 


TRUM, T grece 
sexleterm 


re 
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e monoton de 
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= 0, 
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ul c 


Ad 
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inte 


in ix 
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res 


SC 


DNE E , e ES 1 Ee 
iii) Vom aplica ange functi 0 expresia lui — — obtinemt 
i ANS pi HH : 
t : E coste 
penca =$, f do RES a 
1 teb td. 1 . 
cos? b 


range funcției f) == 


pentru zE (6, xj > ——— = — ,c& tc | 
x—e 4 HL E 
x pentr Eb, a]. 4 nd teore 
1 j "NEC a dl Ni x pentru x € fb, a] A plict 1 ema 
E > csee p e EN T e A o om d 1 1 4 | 
e € x X Aë e x nge, obținem Bcc CPS > De > 
SE T 6 goce wo b 
< -— şi adunînd constanta 1 în dubla ines 1 dy a Cá. ` 
e > > m În a m 
Kaze - x a a f 
—_—- - «in x <e 
X e SÉ E j a a [4 H E q... 
; z €) Se-poate -folosi și inegalitatea. mediilor: 
Egalitatea se realizează pentru x = e, i | x 
9" Ee eg 


«VW a, ¡Ag in în E: 


dur rcg 
EE 


da Cn 


28. a) Vom aplica teorema lui Lagrange: 
Te f(4) ein Ela EE 
—f este continuă pe la, D] fiind funcţie elementară, | n 
f este derivabilă pe (a, 0) find functie elementará 
x m Es Ke , 
aco Sack C ande a0, be No 


———— PG 


s (b z . 
atunci Ac c (s, b) astfel încît P Ss de Y m | à i^ 
E DN se a P e E E ON 8 ZS | 
sin B — sin a = (b — «) cos c; cum Jees cl < b <a. Considerăm funcția f(x) = xh 
zoom licind teorema lui Leg, obtinem 

«|Ixi«d]tgx| pentru x &|— —, Pl ph — ph 
VOL 4 Sh PES karts ar < EL ay 


a eeh 


—sinalxib-a|. 
ia an naliz za*cázul D « b.« a « 1. 


¿b) Fie f(x) = tg x pentru x € fa, bl; ei 


cum a <c <b atunci cos a > cos c > cos b deoarece f 
fia cos este descrescătoare pe | | Qi 


y H 
cte y, Fla = 
Aria A în în Kréi d e OS 


—— x< «— 

i ccsa . cose cos ES 
far din formula lui La grange avem: si continui 
tgb--dga C. d ! Lo CD pentru 
a a . unei consecințe 


ta. 
bs. 


13 — Teste de analiză matematică ` 


Lh) Fie J: [o | R cu We Es te AI E uo. ME BT. 1 H 
o E l ES : E : A gx) f(x) 
2 E . SEH e LT f Jp RR E O Jo MU. 
sin xx cos. e RE eniru. cazul „sa — oo", f(x) —e(x) = e ab z | 
(sie x vos. 26 i Uu. | PME | 
i ` E je x): g(x) | 
ia ES e E. MEE E j 0 Zë > 5 i 
Fie 2) = == SIN X — X 60s X cu re hä la 2 caré se reduce la ,, 2 s | 
gu) ea v sin 4 7 0, deci funcţia, g este crescătoare,- Pentru cazurile „00, „19,00% avem f? = ein f? == eg-tnf, | 
Cum £ Be == D rezultă cá e(x).— 0 deci d'a) 50: od re cazuri se reduc la cazul Do co“ | 
Cum mm = = 0 rezultă cá f) 9, deci inegalitatea és] 2 sin x Cos x 
evidentă, i i : De ci L = == lim ET LU NUI ITUR HURTS Eel 
ape. gan — Ze P 
Analog se vor demonstra si celelalte ineg alitáti. În deni (P ode : 
stratiile precedente s-a ținut cont de o consecință a teorem TOL 3 pentru a = E 
lui Lagrange și anume: E ENT sin X 2 
: e 2. lim ¿(AAA AAA x 
He is w stil dde qae — 28 1 | 
fic d (a, 99) Ra par f(x) : ege (hagak Ge 0 pe ntru a= Son O | 
xa : 2 | 
»- E raso At EN. 1 "ER a, EEN M C > . 0 | 
Dacă p (3) 0 f Ee ȘI cum y > d inseamnă că 30. Cazul de nedeterminare , — *. 
n F 5 > f(a) = 0 deci fuc > 0. Dacă T y < 0 = f descres: 0 A 
cátoare si cum x > ă « fla) = 0. dec 
à SE ȘI cum x >a înseamnă că f(x) < (a) = lec 2sin x cos x: 3 i'n. In 3 — cos x-3siax.1n 3 | 
JU «0. | L = lim — EE = | 
o : f E E T E a 
„Analog pentru " (—oo, 4) — R. E : | 
29. Reamintesc teorema lui er pentru cazuri == lim cos x* In 3(2 sin x «Si Anni = 0 | 
SS și lim g(x) = 0, j e 
"ns "nes 31. Cazul de nedeterminare „00 | 
gu R, yo € I dacă 1*. fe g sînt derivabile pe IN { Vim In x? Six tim LEA | 
Ma 0 
o ei i E EE SR SC | 
2°. g (x) #0 pentru Vxxydin 7; 3”. există lim: pu -1€ Lag zu RO cea ^ | 
Xxx, g^ Ax ji i i E 
o ;Q 6 8inx«fosx 
(x ju E i | 
atunci lim Be) = lim EU ). SC. Ze 
f Aria LA ( X). XX SA "(3 o | i LI d o SS a mcm e0 SE i, 
Pentru cazul ,0 - co^: lim f(x) =0 si lim KOE == 00 32. Cazul de nedeterminare ,0% 
: Kig | Ag ` H 
td = 22 sau (5) gt == SR deci cazul "0 ds CE EUER gum Him CORT 
: L a eich 
: E ` 
SS E a : SÉIER EE s ` E 0 Y» atm E 
se reduce la und din cazurie ,-—- sau, — 
Por NC + 
: Tarasia eg LN | E 193 . 


39. e", 36, far zs 
E SUB vob NE cT | z D 
EC EN Se, : 
ER codex 


Soin +) dai er EN 
37, L = lim . LE : A Sin — n pom 
E 1 A x39 s D Li 


licînd regula Jui l'Hospital, obținem Z = A, 
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38. L=0. 39. Aplicind de cinei ori teorema lul 
an E ei w i 
l'Hospital, găsim limita egalà cu 0. 40, Dacă an > 


= MON Va CA ai Vs "E m BE se aplică de mí ori teorema lui | "Hospital si se 

x» pass E "E i 

Se ai PH ME S ` 

CS Dm — =]lim". =0, dacă m 0 atunci limita este (€ 
" 3 - : D iir a = CA 

yo ACL lat) bays S, Xx c e* cx e* d 4 este 0, 

= Le lim fen 2elim 


B He. o e ; | : D 2 2 
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SE 


su im d 
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4 | B oos DK O. 
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; (oan X 4E x "mU 
 arésin x” a lim — 22 Lm — E O A 


i | e d X- Xt. . ` H A te E - i mos An^ M NS 8 P 
84. Cazul 177 x SE = A stg x + x(1 d- tg x) 


dieux de POSEDA "E 
yt : T ez? 4 


tim 2 

; a9. 1 
HS pu a3 Di CH " 
lim à* lim erg Lg * > zd 
E "aen Za 


X0 


E20 


unde 1 


. E 


FE 


X 
ges 


PES 


= fa mom m 


unde R,(x) = 
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dacá 
(x SCH a) E? 


B (n AP)! 
Lagrange sau R,(x) = 


numit restul in forma lui Cauchy, 


i) Vom obține 


pi X* 
q? SE > oh Pia " 
iy i + a — 1 SS EZ SC R(x) cu 
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demonstrează, i = ara ege ee se 3b(1 4842) ` 
Dj Xx" 2! M . 
a Vibe bo 
La k GE — 4)] numit restul în forma Deci lim Dern E 
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59. Fi le x — raza, y — înălțimea => 333 — 6a?x 4 493 = C 


2 1 


x-Vx» Vs 


M E 


ij) fa E i ON 


3e eg deci vo 


xl iim 


1 | 
(3 = < f(2) | 
C ` fc ) = 2 24/3 F ] | 
1 | ` j a 
PA) <a c 


p — dcos? x — eos x — f 


8.25299 $9 6 0 5 $ ?82 9? 6 95 6 9/5 e e 97$ ex 


OSA 
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Beo lo i 30 luden semnul * 
a) Să se studieze 


D 


EE : b) Să se determine 4, astfel ca. lig 42 “sá existe, 
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M 
"În ja 19 A45 A este parametru real. 


"51, a) Sá se traseze graficul funcției: 
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~ Pentru à putea trasa grafie 
defivatá de ordinul doi 4 
felul următor: 
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0 = y = f(0) > punctul în car funcfiei nu are asimptotă oblică la +00, 
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xiste asimptote orizontale spre 00 și oblice 


„Ti Studiul primei derivate 

a) Se determiná mulțimea E" incl 

efinitie, pe care funcția, T este deriv; al 
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| —4--2. pentru x E (—oo, 2) 


i 

By 
$) b a 
peni 


pentru x>8 - BEE ST a N e. x i ăia 


rtic ali 


bile 


4. i) Domeniul de definitie: ad 
“pentru x « —2 £07 


x ER ri, 1 

ji) Funcție fárá paritate. | 
111) Intersecţia cu axele: y= 0 - x = 1. 

v) Asimptote: x = —1 (verticală), y = 1 (orizontală), 
x) Studiul derivatei I: ` 


pentru x c (—2; 2) 


pentru x > 2 


(x4 n)? Lë: — p 


oul de variație: ^ 


În pie bul. v A zm seg Seite punct de întoarcere 
deoarece lim f(x) = —oo, lim BE (x) = +00, 
: (ër 


nicht : 
ÎN pir ad „a 


În punct ul x == —2,. graficul admite „punct unghiular, 
deoarece dim f(x) = u, lim (ð = — mr 


(pee bum A * 
X» Xe» | 


n 


iv) Tabloul de variaţiei 


i 


|-—00 —2 


Domeniul de definiție 


De ! a— x 
f(x) el 
Fay A Ay Fy p Fe : a 4- E^ is 
Functic fără paritate. "UM : 
ERE MES Ts e ; i . i) Domeniul de definitie: x E (—oo IU, co). 
Intersectia cu axele: y «0-9 1-7 ee ) Funcţia este impará : f(x) = fes Se detio vom studia. 


4c ee 420 Latis de originea axelor, 


iv} Asimptote: x= —a, verticalá. NEEN iii) Asimptote: y — x — 2 pentru x > +00, 
v) Studiul primei derivate: > : 
pe e a eat : | îv) Studiul primei derivate: 
in iaa 9-96 2 PL > 05 fa (1) ee, deci tangenta 1 
yt D eege = +00, deci tangenta k 
ByVxx—i). 5 a 

rbá in punctul x — 1 este perpendiculará pe Ox. 


v) Studiul derivatei a doua: J "Loi: E ice 


H 


vi) Tabloul de variatie: 


i 


vii) Vezi graficul V.15 


mulțimea [1, oo), apoi vom simetriza graficul obţinut” 


Ha este pari, deci — fag uu de ordonat 
rel v.19): 


20. i) Cum c, 
0 valoare a lui 


omeniul de di 
ii) 


0, ca > 0, atunci f nu.se anulează; pe: y 
X: „de ci graficul nu iter tad teazá axa 


Anitie: x ERE 
Asimptote oblice: 


| 


y (c, + c)& — cab (pentru x > 00) 


y = zk ja Eco (pentru x > —ooy 
iii) Explicitarca functieiz ; 


— b) pentru. x 


bid 


"intro 


E 


——! 


Si 


i tabloul. de 


SCH 3 : PM d m : 
fx) =0- pentru 4. € 


pentru ^x € (— 60, 


e Ke y "a" m inc p0 a T NS 
€ Ca; nu admite soluții; dacă c, >c = L lim 1% = lim e e |. lim x* Lo 
i - ja i 1 ka ; 


x0 o) Kr - | 
x x0 ; "E 


Studiul primei derivate: 


x) E XS Í BE Th a5 Ké € d: pen 0 => Xx zii Go ES 0, 37, 


Studiul derivatei a doua: | 
. li 
v) Studiul derivatei a II-a: | - Pia) mm. «(1 + In ER ( | | 


i - d | 
` Ca a wt y n 2 4 d S ^" » H " i 
"PT a "pentru x & RN ibr i) Tabloul de variație: | 
POS EAR | 
| “pentru x 


H 


Lond ————— — — — 7 
(—— f 


iv) p^ graticul v2 | i 


ES 


ën 
i 


x): Studi iul deri atei a E 


du 1 
Es Zn ADEM d 
ESTY LL E 
SNA) m E 
(x 
| r f'(x) nu există în pur rd udi 
meniul de definitie: a LRL. : "MET, TP le d 
unche fără paritate — nu are pro ; Si le simel F= 0 zs x — —3, dar f(—3) Bet. 
c Ud ite Ep fa y : hi i i = a D d 
imptote: Y — D orizontală. Das g vi) Tabloul de variație; 
udiul primei derivate: iti en 
: i — CO deeg MR) — 1 ER 
H e o0 


+2 em pentru ; | Ce l — 
iert pentru x. "TZ H us | mne der es, des 


pentru a.c [i > i fe) 0 7 e» "a H 8 2.2 N P 
"bod (0 5— DEE EES 


X43 = D sep A ze 2, punct de extrem, i E 
Pe ce leküte Ge dle Fx) 4 0, E vii) Trasarea graficului: (Vezi graficul V 22) 
e Ade ze "i 
Acum, vom studia derivabilitatea funcţiei in punctele1 
| Y cmm —1H], AX um 4 
: H : T 1 | d 1 N Wiesen 
lin [—(x + 2) 4 = — — dim ¿(a + 2) * — — 
X. : e a A e“ 
Xd 5 ; x>—1 o l 
Mira (a + 2).e%1= 3 lim [—1 eE?] = —1. | Fig. W.22 
coget S cil a 3 . " 
xe ; el | .. 29. Aplicînd formulele trigonometrice uzuale vom obținea 
deci î în punctele de coordonate: ft) sin? x 
| f(x) ==, : 


(Ed, fc- 1)) =(=1 0) si (i f0)2(512).—.: l ' ^" os in 


1 este derivabilă, jar .graficul funcției va admite put zou]. 


H 


Tangentele la grafic în aceste puncte ‘sint: e cs 
f : : l E e 11) f este pará deci graficul' este simetric fai tă de Oy. 


iil).f este periodică, de perioadă 7, deci bi studia 


funcția pe R - B LI [ E 3T 


mei 4 Arden 


a mo 


iv) Asimptote: y= —,-x  — verticale, 


d 


PU EOS 


cos? 2x 


vi) Studiul derivatei a douat 


(cos 23)? 


ra a €—— 


detaliului de grafic: oag graficul V.23 a). 


Fig. V.93 a d 


|! Extensia detaliului de grafic pe toată axa reală 
(Vezi graficul V.23 b). | | 


EE 


eem d se e 


E 


24. ij Domeniul de 

:di) feste: Zeie de pet ica 
iii) Asimptote x - 
iv)-Studiul primei deri ivate: 


t x) D 
v) Studiul derivatei a doua: 
| sy + n 


f'(x) 
e 1 Tabloul « 


de var lat ie: 


d Trasarea unui detaliu de graf 


viii) Extensia jo E de grafic pe 
(Vezi Erotic V.24 b). 


.24 


Ei 
t H 
i 
z ` 
Z 4 
P Feri nou, E e 
Ea morii: ie 
t Ee 
H 
E 
E $ * 


n ezi GE ul Y. 


Fi 


Ga 


24a) 


axa reală; 


g. V.24b 


SECH 


zi graficu 


a — 2 sin? a) = 
Gs 


> SID g == ai M 


trasarea unui detafiu de grafic (ve 


A 


te: 


dr primei deriva 


(4 sim gcos a — 2 / 3 cos a) = 


E 


Vs 3 COSE (2 Sif g = UD. 


MEL n terio e) 


0 
z0»c0Sg-——Ü— (2k E 1) i i ác d F 4 ; i l Fig. V.25 iv 
v) Extensia detaliului de grafic pe to 


A zm 
graficul V.25 v) 


ixa reală (vezi : 


A y 7 


sin a = 
"en ja unde. REZ şi 


D LATE Ta 
12. Eu vv, 


p 


pentru a ln, 


pentru 


X25 vy 


à 


2 


E 


iet Dt ur ha LE = SCH 
ii) Funcție fără paritate — nu are proprietăţi de simetrie 
ii) Cum. f(x) > 0 pentru V. x € domeniului de definitie : 
graficul funcţiei este situat deasupra axei 10x. 
iv) Determinarea: perioadei T; - cec 


a E < Y? " 
pik f(x) A de ine (ue T) ze e + sin ră 
do—sin(x4- 1) 
c—o—2hm, ke, 


iar perioada i eine à este 2m. Dech graficul funcţiei 11 


"on sina 


vom trasa pe inter aha FO, Pk]. Hs apoi îl vom. ext inde: 


Ctoatkaxa reali purtind ,sablonul" de: grafic atit în- 
partes dreaptă, cit si în partea sting a detaliului de grafic, 
] at A E TE 
v) Asimptoti verticală: x = SC? 
vi) Studiul primei derivate: 
COS X (—sin* x it 2 sin. + 1) 


f(x) = LO MUR 


X id = sin x)? 
Determinarca punctelor eritice; A 
m D 
30 m COS == 0 => Xo x Seier DD Xo 


` 


Bi » EE WI * SE Vo um 
sau sin? g == 2 sin x — L= 0 =>sinx=1-— D 2, iar pe intera. 
valul [0, 27] există două NE ou, %a al căror sinus este 


37 37 
egal cu 1 cm YE, și a, € [s 2 % E KS 4 În puncs : 


tul x = 2 graficul admite un punct de întoarcere, 


A 


vii) Trasarea tabloului de variatie: 


| 7 
0 — 202: a 
TN H 


——— ÓÁ—— mai 


D bk 


Ee 


viii) Tracarca unui detaliu de gra afic se E 'á Cum co Se, 
mul unghiular at tangent ei in Punetele 1 In care, ea inter- 
ctcazá dreapta y — 1 este: $" e i. pentrü x e 10 n, imb 


PEEL 
£O oU. 4 3x 
4 cá dreapia Ru ar este o axă de simetrie a graficului pe 
2 ^ SE | z Ae 
ntervalul Sie Ap 3 E. ezi graficul V.26) 
y 3 


Fig. V.26 


ix) Extensia detal iului de grafic pe toată axa reali 
[Vezi i V.26i). 


ă 2x și 


de Îi în 


27, Funcţia este, per riodicá, de perieadă principa al 
á de ordos 


este.o funcţie pará, deci are graficul simetric fat 
natà. A 


pentru 


ip E El 


y- cS X S í pentru E 


Trasarea unui detaliu de grafic (Vezi grafic cul V.27 i. 
pentru x 


pentru x SI. : | ‘ e 4 


Extensia detaliului de grafie pe toată axa reală (Vezi 
graficul 3.2 1 ii). ZEN 


e 
E) 


2 Y sin x — cos x 


Deci. în punctul Gr, Bai = (m, 1) graficul admite. un 
puuet ung SON l ; 


Domeniul de definiție: 


cos X SEET 


i) "Tabloulde variatie S 
EE Ee 270% 


Funciia este pers, deci grafic 


ordon mala: 


y 
B 


E 


„Determinarea perioadei T: 
| ER = fla) => 1 


p co i ` : N a dai 


(Dc fapt pet icada generalá a functiei se determină intere e 


tind perioadele generale ale funcțiilor componente, & . 
rezolvind. ccuatia. diofanticá de. eradul unu obţinută: d | i 
. E i $ 
cos 2x > Jas Sja y : 
! ; 
: 
d H 
Ka NC 
D i 
=> 
i i A 
| | P | 
«deci perioada generală este determina'ă Fig. V28 a / 
ia) E detaliului de grafic pe toatá axar cală 


diofantice- — dE, cm tg (hs. hc), adică Lan dg > t= £m 
3 j ; icu 28 b). 


Kerg iar pentru SCH i determinăm perioada principal 


a funcţiei.) 
Deci $ grafic ul il vom trasa pentru: 


, Zei di RNE + dania € o, Zei 


apoi detalia de s il vom extinde pe toatá axa re 


iv) Intersecţia cu 


SR e mw — A EE 


i) Domeniul de definiţie: / 
sin x Oa AAR 


| — sin A Æ 0 s XE (—1)* HEN. hr Ha 


>y ERN I Ie Ui VUES EM 
=s ERN mul" Z+ 1 ez]. 


360" 


— 


0 


(— 


GE i 
marie arene 


i) Trasrea 1 unui detaliu de grafic; (Vezi graficul V.28a) 


(Vezi 


ZA 
da 
bet 


| A erge 
iv) Intersecţia. cu axele: y = 0 —— 1 d 


v) Asimptote. xc 


yi) Studiul prar” iei derivate! 


> 


M ein 
sin? x( 1 — sin. x) 


: monde am 
cos X Dep X c ccs 


Py 


i 


= 24228" 
xou 113532 

¡y Tabloul de: variaţie: . : 
ot Seam ` 90° g A8 


viii) 


pL o 


iem ego a a ee 


dien oam m m să 


os x (sin? x + 2 sin x — 1) 


sin? A Zn x— 1250 sin = h) 


Trasarea unui detaliu de grafic: (Vezi graficul y 


ame Wh e aee m on mm um e mm 


xtensia i detaliului de. grafic. pe 
graficul V.29b). 


Deng 


30. Efectuám substitutiile: 


: : X 
d unde $ =s ls E —+ 
2 


2 


en! 


r^ 


1) Dala de |o De: ic R. E 


ii) Funcție fără paritate. 
111) Intersecţia cu axele: 


Je, t 


) Determinarea perio; i functiei în x: 


E + 


e HA d ul: 


+Y6>2=79763"=> y 


dud 


> a 


e 


ET) fia > » == 22 der: trasarea graficului o vom 


3 
A 
To x 
UR ume d ka A& + E E 
2 Ss 
COS ————— c J. xia 
E DA 2 sya SIn * 
P ox EE S | | 
ET "a ) mue EL s A E ; 
zeien anm ; e 3 ` H ` : x e D STI + S f i 4 2 4 E 
viii) Trasarca unui detaliu al graficului: (Vezi gri "P dc LR 


jul V.30). 


j* N . " B * - 
i ariei a n ag S 


€—Á 


E €— 


ii) Trasarea detaliului de grafic: (Vezi graficul V.31 a), 
Sg 


Fig. V.30 
Fig. V.31 a 


Péhitrustrás area completă a graficului purtăm sablom Pad d: : 
Extensia sablonului pé toată axa reală: (Vezi graficul 


obţinut pentru. intervalul [0, 2x] pe toată axa Ox. 
31. î) Domeniul de definiţie: x ER. l mM» " 
ii) Functie fără, paritate. - A i 
111) Functie pericdicá de pericadă 2x, , deci graficul y j | | 


trasat pe intervalul |0, 2x], sub forma unui sablon,- dco uer 
acest detaliu se va e tinde pe toatá axa realá, ? 


iv) Intersectia cu axele: l : i pr. ' bo 


> sin E cos 1 Dep gc 32, i) Domeniul de definiţie: 


in eixis0 
. => 


e de inflexiune au coordonatele: 


gx! 


ala cape 


MPO Ka 


arctg 2 y — — 217 ` arctg 2 A 25e A arctg 2 


TAE NE MNT ONE EN PPP 
07 + 40 D 41,40 — 
mom e Pg m Pi pre apa af ma i pe iii fr me neam see fa a NEG ECHO 


n ER | TT 
ix) Trasarea detaliului de grafic pentru y € | — —» ~j 


2 
- im Ax) = lim f(x) = arctg 2. | 1 i, 
| sel x0 ` 


Erd 
&»0 een 


v) Graficul funcției admite asimptotă orizontalá 


| idiul primei derivate? 
| 8 


tem ONE WM z 


ad Iaz 234- (n [e] 4- 05] 


* 


: MUT e HS z 1 arctg este pericdic: c 
(x) = --oo si in) i i c deci în ] x) Cum funcția arc efie dicá pe ordonatá, cu 


Eroada 7 7, atunci putem. pr Se zraficul functici pe toată 


Talii. 


e 1 

Iinix|-4-1 | 

: H Gë 

E 2-—lzxec[—e, —1)U (1, eil, 

ln |x|4- 1 : 

ln | x | + 1:40 

DER í 
257 


— Teste de analiză matematică, 


3 iu fo) = f(— x), functia este pară, deci g ED shed ode Y 13 
este simetric fată de ordonatà. ^ : 3 RR catas eo 
111) Intersecţia, cu axele carteziene: e 


Ziega pe lz sëtz + KS 
iv) Limita la Siet interv alor. 


" ae pore per 
lim f(x) = arcsin —— = aresin (— Ap — 
xl : 1 
x4 
—1 
lim f(x) — arcsin - — == arcsin (—1) = — 
x TX 
xd . 
| 3 T ou T CN m 
Jim f(x) = arcsin — = arcsin 1 — —- iii) Trasarea tabloului de variație: 
ES 3 2 4 
ae A Ed dns 
9 
AME E EN eo éi * —e? e^ —e 
dim f(x) Wen — + | 
ge. $c — Së e 
ase? 
v) Asimptote: nu admite. . : Nik: ^N | 
TAR NEU E E 
vi) Studiul primei derivate: - 2 | 
8 
y 4 — " d 
fx) = a T | | 
d viii) Trasarea graficului funcției pe codomeniul | 
s x(In | X | uL ki 
en ` en ? Es * | 
OR 2 2 Du 
SES "m | 1 
E ) ezi graficul V.33 a) a 
m 9 : E A : "I 
vii) f" (4) = M [In* 1x | 4- In*[& | "n i 
V3inix]-—h1xl) | 1 
— 4 In | Laqa. "OH 
Pentru determinarea semnului derivatei a doua, | 


aplica şirul lui Rolle: fie. g(a) = a? + a*—4a — 1 


< —1¿YB 


2 i 
g (a) = Beil 2a —4, Ela) = 039 a = —— 3 
0 


AE VA 26 B ra 
b CE : fe E: 27 


Ss GE —VT 2 DII i 
fay B 26 yn Ta 


o 2 ER Fig. V.33 a 
258 259. 


A IL E nw 
4 2 sx e 


EEN 


vi) oasis unuj detaliu de grafic (Vezi "m - a.). 


a EN 


IL P 


34. i) Domeniul de de 


TT 


| 


ii) Asimptote: y - 


/ 


iii) Studiul primei derivate: 


pentru x < —2 


pentru x > —2 


iv) Studiul derivatei a doua; 


mit $e 1) 
= 2)2 


24 2 X 


E “pentru 


Fig. V.34 b 


36. i) Domeniul de definiţie: x E R 
3 4]. 


35. i) Domeniul de definitic: elit T : 
Sox 4) (222 — 10x 4-17) — 


ii) Functia este pn fi "iw 


ee sten x noc fo) = E e pentru & € [4, co 
du AR 23? — 10% + ; SJ, 00) 
iii) Studiul primei derivate ug 3 | 
l - S — pentru x c (—oo, 4). 


Fe) = EE 


a | 3 d , —3 d 
iv) S - E -—, lim —— —— m — —i 
iv) Studiul deriy atei a doua: = SKS OLL 3 = 238 — füx L 17 3 


Y 2x(2 x°) a 


Sé E 


iei în punctele de coordonate (4, f(4)) = (4, arcsin 1) gra- 
ficul admite puncte unghiulare. 


Tate tablóului dè -— langentele la gr afic in aceste puncte sint; 
v) Trasarea tabloului de variație: | | 


Së 1 i 
8 QU / — arcsin "lc (x — 4 
y— arcsin 1 = —. : - (x — 4), iar | 
arcsin 1 =)(—1)* > + kr] bei 
6(2x — 3 
DONNE Qx—5) — pentru En, oo) 
EY Qu — 10x + 17)? 
HD) ga es 
6(2x — 5). : 
See ee - pentru e (—oo, A), 


(2x2 — 10x + 17)? 


dar graficul funcției va admite puncte de inflexiune în 


i ES Y e? | Si 
K f zj = arcsin A3 =4(—1)* i + àr] he zl. 
EP iv) Graficul va admite asimptote orizontale: 
i i T AE E l 
A) L y = lim f(x) = arcsin“ dE Hir] ci 
t e 1 K+ 4 | 
Y. EK? 5 d. - 2 1 5^ K j 
[Oe y = lim f(x) = arcsin| — vi 3 (yr A c^ kel bc zi | 
m X 0 d i 


Tip. V.35 


omeniul de definiţie: 


A arcsin 1 N 3 


o He—V6 Jive 


3 Ribes 


x 3 


i dei ele ui a , ; è itv vt res. 
vi) Trasarea unui detalia de grafic (Vezi graficul V.36 


x) == f(x), funcția este pars, dect graficul 
față de ordonată, ` 
udiul primei derivate: 


uiro edo dide det mlt ma M Mr Zen vn mech wm op 


is V.36 a. 


. În punctele de coordonate (— E == | 
arcsin Edy și în (1, /(1)) = (1, arcsin (—1)) gra- a 


D 


| 
dmite puncte unghiulare. | 
Studiul derivatei a doua: ME 


—— ——. pentru xE |— 


3 Bat 1 - M3-Y6 
= : CRAS UN ME. GC ; pentru x ¿El =1, — n U 


WÉI 


m= 0 moy c V3: in. punctele de^ coor 


y] 


) 


VEL 2 j SR | E 4 IF | Si DN a = 
3 AV NZ arcăisi 63 =2Y 3 


Pis 
" 
je 


cg 


graficul funcției admite puncte de inflexiune. 


v) Trasarea tabloului de variaţie: ` 


38 Dacă Fx) == glx) . sin ES sau f(x) mms (x) «COS 4 unde 
este ecuația amplitudinii variabile (adică curbele sin 4 
cos x vor oscila între curbele y = -+ g(x) deoarece. 


—issinxxli-.le(x) > —g(x) < g(x) Sin x < eo, |! 


arcsin) 7 || 
d- 


€—————] 


mE 


i a determina punctele de tangenţă între curbele 
sin x sau g(x) si g(x) cos x vom proceda astfeli 


ma í j 


^vi) Trasarea unui detaliu de grafic: (vezi 
V. 87a) 


f(x) = g'(x) sin x + g(x) cos x, 
angenta comună celor două curbe f si g va fii 


y — fon) = 6n) (x — ax) 


Y — Elan) = g (er) (5 — xn) 
identificare vom obtine: 


: fx) Sg g(xn) 


C 


Fäi ` 
E 


dep ce e 
simetric față de ordonat tá. (Vezi graficul Ke 38). 


CE a 
Es 


1. Curba oscilează între ewrhele vai "LO 
4 d ba oscilează între curbele gx) = -Le*, Punctele 
2 T 


atá ale curbei au abscisele în ay = bim BE Z 


c sin Wa 3 S | FA PAT = € *(—sin x + cos x) = fa) =0 > 


Vezi graficul V.41. | 
à 
Functia es iie X 
Vezi grafic ul Va 
cui! bele y 
Es 


43. i) Domenial de definiti 
ii) Funcţia este „pară, deci graficul este simetric fal 
ordonatá. : 


1) Extensia det aliului de grafic pe. toată axa reală; 
graficul WVA b): 


: iii) Funcţia este per iodicá de perioadă 27, deci gra A 
il vom trasa pe intervalul |0, 2 7], apoi vom prelungi < | 
ol de grafic pe toată axa reală. Së wp că ] 


p Functia este márginità deoarece funcțiile sin 
ărginite pe R. PA 


db d 


E Studiul primei derivate: 


i f'(x) — şin x(2 cos? x— 1)esin” æ 


; on mo ^ m a - 
f'(x) z- > X c O, Pu Es à E, P3 SCH sch Fig. V.43 b 


Observatic: graficul funcţiei nu peni tangente cu panta 


toată axa reală, gr 
Cum p este definită pe toa g jud qu (f) i pita pi E 


său admite tangentá in fiecare punct al sáu. | 
p " „esin? a | — Psin x]. [2 0087 — 1 | - estra 
vi) Trasarea tabloului de variație: 


"TE E 37 op ST a st) | sinx F< TA cos? y —1 |< 1, esito se, 
4 2 4 i 4 2 4 o 
E M _ x ri d | d ET j < e à tr ¿ER de J p ! 
TG 400 —- 9 49— 0 -.9 pouce OS 
Zen See y pem , -44. ij Domeniul de definiţie este R, f 
9 . 1 ) " 2 
fà l „> e NOS /2 ë AIN Re 70743 i) Funcţia este periodică de perioadă 2x, deci graficul 


nctiei îl vom trasa pe intervalul [0, 2r]. 


iii) Studiul primei derivate. 
JG) = (1 + cos x — sin x + 2 sin x cos x)esins-cos a 


Tix = D = cos x 4 d- 2 sin x) SE sin Y —1 


=> sin X == 1 => Xi "np 
2 


(14 sin x) (1 + 4sinx + 4sin? x) = 1 — sin x > 


2 sin x(2 sin? x + 4 sin + 3) = 0 «sin x = 0 - x — x. 
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Relaţiile se demonstreazit, su ibstituind fur 


bolice prin. forma. Jor echivalentă exponential." 


pa T EN 


entate in fig. V. 45 1 


^. ME) Extensi: det alit ui de gra afi ic pe toati. a 2 
Vezi graficul V. 44 AR GEET IT 
: : zd Am : 
d tur a e uer e LE ji Pe SR Sulle oai — — A i 
Men ot "ap cape. më om e 2 
dieit e — À 4 SE E 


ii) Dacá a X = 1 x (argument sinus hiper- 
bolic) 


Dacă x =Ch y + y = argch x: (argument 


a x == th y «y = argth x (argument tang 
` pack. x = CU y y et 
-hiperbolicá). 


T 


(argument 


le 
erminá: 


EC E 


dr E 1 
y = argcth. s — — În 


pA zeg e 


33 Domeniul de definiţie: 


argch zen (x Als ] j 
== atgth x = d Án SĂ 


I. | 
X—1 


«Graficele funcțiilor inverse sînt prezentate în fig. V.45.iii, 


E 
D 
E 

3 


iii) Nu admite asimptote. 
iv) Studiul primei derivate: 


: "Ask ; | l 
fi» HESS Use CEET ai rà ( x) =0=>x 


(x 4- 2? Y i 
v) Studiul derivatei a doua: 
2(8x3 +- 3x? 4- 3) 


(x + 22 (1 — 235? 
8—2 2 < 8s + 3x24 3< 
24172 4:9 


Fu 


AE? 


vi) Tabloul de variatie: 
| | 
i 


Ns MN v-p o. 32 


| ` | — 2: e 
D» ERE 
Lë SE UN E E 


feo NS ASZ 


| 
| 
| 
| 


Vezi graficul V.46 a. 


ër we gno om cuni Ain WÉI wë Kr 


f ^( x) i eese <0, deoarece 


BS 
NI 
en 


Asimptote: x=—2 şi y= — 1 verticalej 


SP y. asimptotă. orizontala, 
€ R [2.7 i 
mptote: X cm SE y (verticali), M = —2 (orizonta 


iv) Studiul primei derivate: 


p 


v) Studiul der 


ES 


iv) Tabloul de variație: — ^7 ng Jaig n c 


sarea ta 


O A n pisoar 


mer on 


v) Vezi graficul V.46 b. . 


i 


vii) Trasarea graficului (vezi £ graficu i| V. 47 a) 


Son $ i 
ee —— n | 
El 
Fig. V:46 1 uncis 


47. a) Vom. reprezenta grafic pun 


x 4-2 

i) Domeniul de definiție: x € RN (— 
iii) Intersecţia cu axele de coordonate: 
seg Miz — 1 * 


y. 


D 


Ei 


Trasarea graficului este prezentată în fig V.27 f. 
Re ET E n 
c). Reprezentám. grafic funcţia: i 
: i 
e Deci fo) > 0 pentru Vx € (1, co). | 
pentru x € (0, "M o E E" put | 
a ; l : | i : l : E aa 
Pentru f(x) > 0 determinăm x c [AES . : 48. Z = l x3) AA | 
e GT | - "n. TEEEIS 
d) Reprezentám “grafic funcția: 2) 2 | 
fin) = Vx —x— x pentru xE (—oo, 0] UI, m | EE a 2 E —— la — 24) —- ji 
Pentru f(x) > 0 determinăm x € (—oo, 0). treime. (12 + 637— 4414 x) | 
€) Reprezentăm grafie funcția: D | Tablourile de variatie sint: | ji 
Ro) = METET — VE ia F 2 pentru X € 
£) Reprezentim grafic dien 
rue pentru x > 


Wu ap e e E n 


Fig. V.48 


“Vezi: graficele V48 a, b, c, d, o Eo 
Inegalitátile cerute ee zultá din su uprapunerea primelo 


trei grafice pe un același sistem cartezian, 


|, i) Dome eniul de CENE x € RN 2]. 


Explicitarea funcţiei: 


: Y 
1 : | | 
4 pug "m 
rod pe ? pentru x € (—co, 0) jl 
D [i 
i: j Asimptote: x=2 (ver erticalá). | "d 
A TR AA ES : Y mm e ba — 1: ( pen tr ER EN Sir —oo) n 
de ü yz yl. (peniru x — eo) 
. i l 
DH | 
*: 
4 d H į 
H a? 


Fig. V.48 a 


aw 


tudiem derivabilitatea în x — 01 


"oer y 
Po 
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SI, 


ci in punctul de coordonate (0, 
punct unghiular. cU E eat 
.v) Tabloul de variație: 


x |—eo 


SP) 


vumm ` ` weng ` ` geee 


fo). 


+00 x 


vi) Vezi graficul V.49 


————————————— 


obtinem: 


Fig. V.49 ; 
b) Intersectind graficul cu, dreapta variabilă 


Natura rădăcinilor (discuţie) 


-0), graficul adm SE, oe 

Se Domeniul de definiţie: x € R01. 
unctia este pará, deci reprezentarea se va face pentru 
poi prin simetrie fatá de ordonatá graficul se va 
pe toatá axa realá. 


Asimptote: x = 0 (verticală), y = 0 (orizontală), 
Studiul us derivate: 


foe = pfo -0-x- Vă. 


y) Studiul eU douai 


Ser 


ER 
5 la x — 11 ; - 
f'(x) c A fx) = 0 ep, A =” 6 


E 


“Tabloul de variaţie: 


Y 


un d . ega 


m x 
A € (—oo, 0) | nido: rădăcină reală 
A = 0 | douá rădăcini nule, 
A zi 0, - =] 3 rădăcini reale, una negativă 
e porius 
E 1 CS SE 2 
BM 
Ac I , 4 e o rădăcină Se negativà 


M € -— 


P Intersectínd graficul IUNII cu dreapta variabilá 
^, Obfinem: 


e eiit ertet nte 


negativă 


3 rădăcini reale (una dublă : 
3 rădăcini reale, două poză 


A E tu ae e A 


E ed A. = € 


— EE 


Ree d 
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) Vezi. graficul: V.51 


Fig. 


Mal 
) S 


51. a) 1) Domeniul de defi inifie: x € RN (01. E 


E Funcția este ipa ară. f(x) = —f(—x). şi vom re 
ent a tonto pentru x > 0 {graficul este simetric faf 
iginea axe lor). 


131) Asimptote: «e 0 (v erticalá), DES (orizontal d PIENE: . 
soluti! care reprezintă rădăcinile ecuaţiei date. 


iv) Studiul primei derivate: 


52. 1) Expliciiînd funcția f obţinem: 


pentru x € (1, oo) 


pentru x € (—co, 1) 


pentru x € (1, oo) 


SEH variafie: 


iu) Za 


283 


KN 


2 z i S S EE ems m mq t eA. de E E 
În (2, 2) graficul admite punct de. E 2x — x= P pentru x € {i oo). 


graficul admite punct de inflexiune, in x= 1 graficul a | —23*— x RÀ pentru si Bl E ; 1 
un punct de întoarcere, NN i b. 


E 


iv) Trasarea tabloului de variatie 
E S A d 4-x D pentru x E |-009, — 


IN" 
RU 


— MM 


4 1/3 > 2x? | - 21- == Ax E "dati în tabelul următori 
[pe 4.9.4 ade ^ 


& 


Rădăcini reale 


—— 


i 


54. a) f(x) = atda” — 2) 


i) Pentru n par: f(x) «0 pentru xe[ EZ 1] sif(x) z 
intru x E RA 72, P 31. 

di) Pentru n impar: f(x) < 0, pentru x c [0, [/2] si 
f(x) > 0, pentru x € RNIO, [72]. 


D Vom efectua substitutia x, — 1 = y, deci pentru x > 1 
zultá y = 0: 


NEE LM 


—> 


Fig. V.52 


Deci intersectind grafic ele funcţiilor f si g, vom determ 
o rădăcină reală, x, E (0, 1). 


[232 — x — ll x 


53. |2x* — Is-ti-21- 


2 — e ) : AJ 8 22 2(w E? Im — a e 
[232 €- x AE 1- | X (y +1 HA d ES 
> ! pent T. n ; ro 4 
242— x—1 pentrul xi —oo; —— aw | 
P € E (a—1 y" E Lt Clay E CR — 2097 A A 
pr MEM 


KN 


a 3 rog u 


| 
| l 
2x*-- X +1 pentrul x ef — 


Ze ; 
i 

xc - -00, dr ME 
Gëf 


—a— 1 r 
ny i 24 Dm ———— = yË 
a 13 pe ni rul ref= iint qe y 


ue 
Fi = 6r 6 
fi 


“Datorită simetriei se 


AL 


“Tabloul de variație: — . 


—— 209 


i graficul NOME 


m... nu ne 


Misure rernm aa i 
OH 


" 


Fig. V.54 NNUS 
55. Se va elimina parametrul £, obtinindu-sez 


— e ti 


e e a a UTD emat 


ef ^ 


y =12 mé rrt 


Vezi graficul V.55 3r c" 
E , 


. V.56 à 


b) Explicitám în raport cu y: 


Y d] 


Xe cm + IRA PU 4 E e. 


y 


EEN 


-urba este simetrică în raport cu Oy si o vom studia numai 
entru ramura cu d. 


ilius 


. 6 


eea 


0 


PE aa "EES, 


19 — Teste de analiză matematică 9 
o 2 


eg 
a 8 


abloul va fi trasat pentru ramura cu + a functiei? 


m 
E 


Vezi graficul V. 


6 b. 


» 1/2204 429 AZ. de E e ur = pou s 
a Ee 7, 2.1 P. 2 79 
; v ; muc eo + 
ce QI ME * 0 ^N E 
LN š zz 
CN 


Ka 737 ELA E 77 ge T, 
Ge es 7, E / y PP 7 Loi, ët 
Tig. V.56 b 


raport cu x: 


(—————— ] 


i 2v 
| 2a— y 


ntru semnul +4 al funcţiei: 


X 


Scriem tabloul 7 


A 8—]/5 


y pa a 2a 


| ` | EM 


: Fig. V.56 d - | es 


p | rare em ia Pa ee 


E: 5% fo) =m «(10 x +1) | | | 


a Pe mapa e a — l sare 


——— 


Vezi graficul V. 56 c. 


Tablourile de variație sint: ` | | | 


a) Pentrum & 12e. ^, coji 


x | 0 i 1 
d) E ` EE 

fFe gz. aa E 

fix) | 0 A n 


b Pentru m ct, 2e 


M NC 


c) Pentru m € (—1, 


iq SCH 


fo) UE a se 
: Hai 0 N A 1 


d) Pentru m E (—oo, —1]: 


ral -== 
fe) 9. Ki m 


zT 8; b, c d. 


a o + 
Fig. V.57 a 


Graliccle corespunzătoare sînt prezentate în figurile 
1 


A lex *1 


ap zc gn ee m Ni ide emt ie de 


des 
dna 


4) | n 


c | Fig. 1.57 d. 


^ 


di) Lecu] geometric al punctelor de extrem se determină 
pind parametrul real m între ecuaţiile: 


[mx ae În x 
m -+ x(21n x f) 


- X*(1 4- In x) 


H 


care repre zintà ecuația iccului geometric. 


—32(3 21 x); y" = — (54 21n 1), 


i 


A ——————Ó d 


| 
| 
| 
| 


ponte i 


Xi nfigx XT 


graficul locului zen. 


E cp 


este prezentat in 
[.51.e. 


uf 
Lu 
Dei 


fe 
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me KEE geck pem cil 


cum 


dh 


COCOS a Lan Ee " 
58. i) Pentru a «0 x c R, Ga? B) la). J G e si 
pentru a —0 = x € RW fln a]. n 
7 & 
UNT ITANE m = Em dată), E Est. = = lim | dx) — ¿10 
fa) = e. ek, op me | faţa) — ad 


(c* — gy? : 
i i eci dreapta (D) de ecuație ys = y este asimptotă oblică la 


rbele falx), curbe situate deasupra asimptotei pentru 
— 0. 

iii) Punctele unei tangente paralele cu Ox se găsesc pe o 
urbă care se determină e liminind parametrul a intre ecuatiile: 


* — a(x 4-1) — 0 


x e 


SEA == 2 "x > => y E 


iar rădăcinile derivatei se află din intersecția graficele 


e* i 


y m e EI X: 


web v. 


Rezukta tablourile de variaţie: 
l pentru a 


date de Te së CR bd d | 


. pentru 4 get) = =x e si tabloul de vasa EO 


X — 0O —-1 0 Loo 


gemeet 


e EE zu E wq m | 
sj EE | 
E pa | 
pentru a = 11: 
X | —oo D oo 


Ié ge s sp 


— ————————Ó—— RR 
enen —9 1 


e d 7” 1 A l -+00 = 


m——— aa tiraje 


pentru a > li 


Fig. V:58 a 


r-un punct de inflexiune al fasciculului Liz, fala) se 
azá avind schimbare de semn; aceste puncte de Sie 
fiind determinate de. rădăcinile ecuației A(x} —'a +0 
une sa. 

a iati tersectia graficului functiei bitch, cn dreapta vartabilá 
douá puncte e i abscise € de semn contrar ane permite să stabilim numărul de puncte de inflexiune, 


— ————— 


nici un. punct 


Numărul de puncte de infle xiune 


(—oo, 0) douá puncte de inflexiune: 
X, E (+00, —2), x4 € (1, co) 


oo) "Ill un punct de inflexiunc 


care reprezintă ecuația dreptei (Da Y dreaptá care conti , Soluția x = -0 se ia 
puñctele oened take: ; anulează numitorul e 


| e vii) Eliminind parametrul real a între ecuațiile 


(x — 2)e* 4 a(x 4-2) = 0 


a => AS dde 
| | A 
Tabloul de variatie este: | | 
inem dreapta de ecuatie y == 4-1 care reprezintă 


cmai dreapta (Də) care contine punc tele de inflexiune. 
CPC E . CHE ` viii) Trasarea graficelor (V ezi fig. V 58 viii) a, b, c) 


la 5 ul „funcţii a<g 
m ES i | E 
y ^ 


—_ 


A 


a o set me ei 


sË e e 


Fis. V.58. b 


o 


ag 


59. f(x) — In (ax) + 2x + 1, iar rădăcinile e 


fo) 


grafic, adică intersectînd curbele: - 


Tablourile de vari 
pentru a € (0, oo) 


axem ^s re v b dp zem uid 


Fig. V.38 viii) e 


le ze 


= 0 ecuaţie numită transcendentă, le vom dete 


a Héi zs ` 
> 


aaan aaa —M— 


ln (ax) şi y = —2x Së? 


————— RR] 


pentru a = — 2: 


EE S "aM a 


OJO x JA A 


f(x) E 


ween 1——O—————— 


eene 


0 


E E 


"pe w 0x f) 7 A f 
l 0 


" e 


——————— 
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itoare diferitelor valori 
zentate in fig. v.59, 


Fig. V.39 


ul 1^: Dacă meste un număr rational i 
Ge impar sau un număr întreg 
nitie al functici este 
Cazul 2*: 


x E lA, 0) U (o, 
Pentru ale valori ale lui m, f(x) 


definită decât dacă + E (0, 1 js 
Funcția se poate scrie f(x) = IVA 


x LU md 


ea poate fi definitá si in pn D 


x ——- dacă m > 2, 

lar dacá m € [1, 2) functia 
Vom nota: (—1)* = q 

| În cazul 1°, dacă m < d 


nu se anulează, 


0 1 


AA O A 1 


Există un - minim în x — 0, dacă a = + 
= —1 funcția este descrescătoare, În cazul 20 s 
umátatea din dreapta a tabloului de variație, 


CD me 


KA 


90. 


g, atunci d 


0, dacă m < 


se anulcazá pentru x = 0 dacă m < | si pentru 


loul pentru wm = 4: 


X —1 ; 0 F 


fo) do p + 4 4-00 


fix) | ==] 7 0 A | 


ired 


a 


Fig. V.60 a 


dac: a ba 


bloul in cazul 1°, 


În x=0 este un punct de întoarcere dacă a= 
n RUN in care tangenta este axa Oy dach a 


e "n 
În cazul 2°, se pica jumătatea din dreapta a tabloului, 
Tabloul pentru m = 2 este: 
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Graficul este prezentat in figura V.60 b. poi se va face verificarea. : 


JA 42e; PA) = 0: A 
fo) =e; P(-1 >0 


Tabloul de variatie: : 
—00 —1 |» 4-00 
+ + + 0 >= = > 
l eene E — ——————————P—OP ——: 
Fig. V ged b e : E * Cae d 0 


KI 


Tabloul în cazul 1?, dacă m > 2 estet | . TE 7 
" 62. a) Domeniul de definitie este (—oo, —1) U (—1, 1) U 


id c Ed 0 4, oo) dacă n este par si Lo 1) U (1, oo) dacă n este 
"ES a 0 a — — + 
uum Kore. PUR g 2 EE , wm dac S " Ki 
SA, e S m " . 
JU NS e 23 ee Ge I N Yı 7 hm f(x) = 1 1 dacă m= n 
& ech ie CO er de 
i i .0 dach m «mq 
—oo dacă m >n si m — n par 
Ls fü = | -Feo dacă m >n si m — n impar 
nm —1 dacă m -—m 
E 0 dach m «m 
2 à 4] 41 2 di mda A fh ant 
În cazul 2? se păstrează jumătatea din dreapta a tablo Am + (n — m)a"] 


| f») == (1 En at)? 
61. a) Derivata polinomului din membrul întîi nu 


rădăcini reale, Rădăcina reală a ecuației este — 1, 


se anulează în x — 0 (dacă m > 2) si în x= da, sau 
= —a după cum m >n $i n par, mm si m impar 
u m <n si n impar. 


eg 


da) ES 3 x«9DTi L g 2p J PUE a 
b) P) sd T AA p EE SE 4 oy X -f 55 147 


Inlocuind in relatia datá si identificind, se obtine 


7 
` | i 7h T e Mu real 
| iu E l S-a not at cua = |, unde a este un număr rea 
Ho I L a ] EE 25 -4 1, Eo fe (25 Ei 1)25, Kë pesi (25 f- 1)2p 2 a — "uo R 


mai mare în modul decât 1. 


D). s aapi = (P + 12505 — 1)..4 + 8, Pentru cazul m — 7-1 existá ȘI asimptota oblică 


8» = 1 + (2p + 1), lapya = 9 + (25 -+ 1)! F = —x 
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Eier 


| m-par 


| impar 


| m-impar 


n-par 


O moii e 
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: |—l dacă man | 
A Se y S i $3 Eo E A ^ 
e O dacă m <y 1 dacă m = 


ap. 


Dota 
E E 
se ir 
Zä 
a 
e 
D 
el 
yA 
a 
ET 
e 
£u 
o 
E 
Gg 
e 
BC 
Li 
e 
eb 
ge 
- 
gu 
doses 
e 
e 
CH 
ni 
CH 
tn 
SÉ 
peri 
Gd 
£u 
Lë 
pi 
T 
C 


AIR j 
b) Ecuatia ue — == a indică faptul cá numărul rádá: ^ 
— X 
cinilor ei reale ccincide cu numárul punctelor, de intersecție 
ale graficului funcţiei f cu dreapta y = a. Discutia se face si 
pe baza rezultatelor din tabloul m dacă a aparține 
_intervalelor: (—vo, Mj), (M, - Ma), (—Ma, 0), (0, Mo, 
(M, —Mj, (M, co) sau ia valorile M, — Ma, 
M, — Mj. 
Numărul maxim de rădăcini reale este 4, în cazul m, n 


Geck m >n, a C (—oo, M i iar zero este e rădăcina multiplă 
de Sm n, dacă a : d 


9, 


mooo a d SC i NE 
x3. Epp +41) l 


m<n 


c) Produsul indicat este 


; limita produsu- 
| gua? | 


diferită de,zero;.daci 2 + 6 4» de p (pa 
s +1) Fur. jar limita cerutá 


lui este finitá si 


H 


+ 1) = np de unde n = 


este (—1)”. Suma se calculează astfel: 


T c 


(25 + 1) 


6 T 


_ p+) 


| 


5 e A^ 
. ^v. intr-un triunghi dreptunghice 40B cu m0) = 90° 
se înscrie un dreptunghi M POQ. Se cere să se studieze va- 
riatia diagonalei PQ, atunci cînd punctul P parcurge dreapta 
OA. Se vor lua ca variabile OP — x și ca date segmentele 
O4 a OB-b > | 


8. 5e dá un segment de dreaptá OA — a, si din O ca 
centru se descrie o sferá de razá variabilá. Studiati variatia: 
i) Zonei văzute din punctul 4; ii) Coardei BC; iii) Volumul 
segmentului sferic BCD; iv) Suma volumelor conurilor 
ABC si OBC; v) Raportul dintre suprafața laterală a conului 
ABC și cea a zonei sferice DCD. 


CAPITOLUL Vi 
PROBLEME DE MAXIM ŞI DE MINIM 


xi 


1. Suma catetelor unui triunghi dreptunghic este con- 
stantá si egală cu Z. e 

i) Determinati maximum volumului generat de rotir 
triunghiului în jarul unei catete. —— HES 

ii) Studiafi variația și trasati graficul funétici, 


9. Se aleg pe o elipsă patru puncte: M, M", N, N* 
simetrice în raport cu axele carteziene. ET 

Studiaţi variaţia suprafeței octogonale avind drept 
virfuri cele patru puncte, cele douá focare și extremităţile 
axei mici. 


10. Volumul unei “prisme triunghiulare regulate este 
egal cu v. Determinati latura bazei astfel ca suprafața totală 


iii) Caz particular / — —* 
EE sà fie minimá. 


2, Se consideră un cerc de centru O, de rază R și un punci 
exterior P. Printr-un punct A, situat pe cerc, se duce tan- 
genta la cerc, care intersectează segmentul OP în punctul $9 
4) Sá se studieze variația ariei triunghiului / AB, când, 
unghiul POA parcurge plaja de valori (0, 7). 
ii) Sá se reprezinte grafic această variație. 


i 


11. Perimetrul unui triunghi isoscel este egal cu 2f. 
Determinati dimensiunile triunghiului care va genera volu- 
mul maxim al corpului obtinut prin rotirea triunghiului in 
jurul bazei. 


12. Determinati înălțimea cilindrului de volum maxim 


înscris într-o sferă de rază R. 


3, Determinaţi dimensiunile unui dreptunghi de arie | 
maximă care este înscris într-o elipsă de ecuație: E EN 
| înscris într-o sferă de rază K. 


» 14. Fie A un punct pe un cerc C(O, R). Trasati o coardă 
| m" e BC paralelă cu tangenta in 4, astfel ca aria triunghiului 

4. Fie punctele A (1, 4) si B (3, 0) situate pe CS ABC să fie maximă. 

242 4 y? = 18, Determinati pe aceasta elipsă un punct 


astfel ca aria triunghiului ABC să fic maximă 15. Determinati lungimea înălțimii unui con de volum 
astfel ca aria t ch ABC sá fie maximă. | | 


f 1 0x extrem, circumscris unei semisfere de rază R. 

5. Se consideră un con de razá R şi ináltime H. H 
plan paralel cu generatoarea taie. baza după o dreapt 
Determinati distanța de la centrul bazel pinà la ace 
dreaptă, astfel ca aria sectiunii triunghiulare sá fie max 


16. Se consideră un con circular drept, avînd diametrul 


Să se calculeze, în functie de R si x, raportul dintre 
volumul conului și cel al sferei înscrise în con. Să se studieze 
-ariația raportului în funcție de x. Să se determine x, astfe 
incit raportul să aibă o valoare dată. Discutie, 


6. Demonstrati că într-o elipsă distanţa de la centra p 
la o normali oarecare nu este mal mare decit difere 
di „dă FĂ cae s 


semiaxelor. 


& 


47. Se dá un cilindru circular drept de înălțime / și rază 
a bazei r peste care se așază o semisferá de rază y, Se obțin 


s 


astfel un corp A 


lor extreme, i 
b) Pentru valorile timpului î pe abscisă si acelea ale 


De 


i) Sá se studieze variația arici suprafeței corpului K vitezei v pe ordonată, să se traseze curba care pentru diferi- 
$n cazul în care h si 7 sînt variabile, dar legate prin relația tele valori ale parametrului # reprezintă variaţia lui v cînd £ 


h 4-1 = 4. ET A ; parcurge toată axa reală: 
ii) Analog, dar / si 7 sînt legate prin relația 
iii) Să se studieze variația volumului corpului Ak, ştiind 
că h si v sînt legate prin relația h -]- y — a și să se trascze 
graficul. | em 
18. Se consideră un cilindru circular drept de rază a 
bazei r si înălțime %, peste care se așază o calotă sferică de 
rază a bazei 7, înălțime 2%, raza sferei din care provine calota 
fiind KR. "M Ze SR | PE de 
Sá.se studieze variaţia ariei totale a suprafeței corpului 
astfel obținut în funcție de 7, știind că KR este dat și că 
h E (0, R. 
19. Să se afle cilindrul de volum maxim înscris într-un 
con circular drept, ale cărui generatoare sînt înclinate cu 
45° faţă de planul bazei și care are aria totală egală cu za”. 
| l {Institutul Politehnic) 


pătratelor distanțelor 4M si BM. 

Punctul M parcurge o dreaptă paralelă cu AB. Această 
dreaptă trece printr-un punct C, echidistant de punctele 
A și B, si este situat la o distanţă b față de punctele A si B. 

Se notează cu x distanța variabilă CM. 


.de maxim si minim 


ale intensității și discutati valorile raportului PS 


d 


formind un unghi drept cu ríul. Care este lungimea maximá 
a.unul vapor care poate intra în canal? (se neglijează lățimea 
vaporului). 
20, Se consideră un cilindru variabil, înscris într-o sferă | 
de rază dată R. Să se studieze variația suprafeţei totale a 
"cilindrului, 
21. Fie un con circular drept de rază constantă R și 
generatoare variabilă x. Să se determine minimul Tape 
tului dintre volumul conului și volumul sferci înscrise în con. 


26. La ce înălțime trebuie așezată o lampă pe verticala 
centrului unei piste circulare de rază R, pentru ca. această 
pistă să fie luminată la maxim, știind că intensitatea luminii 
intr-un punct M este proporțională cu sinusul unghiului 0 
format de raza de lumină cu planul pistei și invers propor: 
tionalá cu pătratul distanței de la M la sursa de lumini? 


22, Fie o sferă de centru O si de rază R si un punct fix P 
exterior sferei, la distanţa a de O. Fie M un punct variabil 
pe dreapta OP situat în interiorul sferei. Planul prin: Af 
perpendicular pe OP intersectează sfera după un cerc C, 

4 " Fs EN ER y NEU E NEP Gë r * 
Sá se determine maximul volumului conului cu baza cercul C 


si cu virful în punctul P. 


27. Dintr-o localitate A, situată lîngă o cale ferată, se 
diri eazá un transport de mărfuri spre o localitate B situată 
la 9 km de calea ferată. Distanţa de la A la proiecția lui B 

e calea ferată fiind de 30 km, iar costul transportului unei 
tone de marfă pe distanța de 1 km fiind elei pentru calea 


PT 


erată și B lei pentru transportul cu autocarul. (a < 8). 
Sá se determine punctul in care trebuie racordatà cu 

calea ferată o şosea care începe din B astfel încît transportul 

mărfurilor sá fie cît mai economic. | 


Y M iln finiia E p Abre 
23. Un mobil are o mişcare rectilinie, definită prin ecuația 


E e ia yo si -5 1 87? € dri d 1 


unde 4 este un număr real, convenabil ales. 


D 


Ga 


25. Dintr-un riu de lățime a porneste un canal de lățime b, 


REZOLVÁRI $! RĂSPUNSURI Vezi. gralieul VIL 


Se KEN 
-x AB-ysrdycidie VIL d . 


mmm xm af m A e a 


Fig. VL1 ii) 
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111) Pentru valoarea numerică obtinem: 


Pentru; x = i- = 0,5, V — 0,26. 


E | 


2. i) Vom nota: PO = =q, m(BOA) = =p, ana (P. 
AH înălțimea AA BP, R raza cercului "ttis. VL2 i)) 


ed 
^j 
| 

i 


fi) Se observá cà volumul V(x)—0 pentru x—0 si x= 


Vo = R ri — Bug V'(x) =0 pentru x —6 şi y= 


deci maximul va fi realizat pentru Í 


Se observă că: 


gie 
S PR > AH = R sin q. 


Gegen en 


a. 


AR EE E spe & EEA S EE : E Fe 3 8 BEE EECH & 45 i fa SZ i S 
Deci: $= (a cos o— R)-tg o; S=0=tg o—0-9C [0,7 iria dreptunghiului este o(3) = — Ak a? — — M, unde 


Cé 


si în acest caz punctul A este una din extremitățile dia. [—b, b 


metrului care trece prin punctul P. 


ii) Sle) =Ë (a cos e R)-tg o: $(9) = 4 a cos q— R 


E 


E 


Do 


Dp e TR 
A JA D 
Sp) = zm = O => COS 0 mm zi => Pi == arccos | e 


o 4 i 


„2 D A ius 
4. Ecuatia elipsei este: a 4 - — 1-0 (fig. VIA). 


3. Cum punctul A7 aparţine elipsei, atunci coordonate 
sale verifică ecuația elipsei, deci fic: 
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Cum punctul € 0. aparține elipsei, coordonatele sale veri 


a ESC N=VRETIP o MN = a ETE. 
ecuația elipsei, deci fie € (3. V 18— 232). Aria triungl a. AOPN = PN =] x ` ui i 
hu ABC este: ; : 1 REL Se 
lui ABC este TON MN + PO ` NX te Li A LI —38.(R-— x) 
: 2 2R | 
(1X VRIE 1 ETT A 
Pisa 4 1 |= e'() = V RE ri mE UA 
| "EM 6. Figura VL6. (T) y — yg = f'(x,) (x — Xoh 
=4 —(2/ 18 22424 42-42) eu Ae 2 1 | 
2 N) Y— Y= — pod (x- Xo); (OP) PE Ar L (> Yo, Vol; P (m, n), 
E EE l f (xo) 
S 2) —2]/ 18 — 2X T 
pla) > e MESES y» 
V8 — 23: —-—P-—(0Pn(N)m-i., y. E oix 
3 Yo m= — = ORN (x em Xo). 
PILLE c ems (E 
FU) =0=1- Vf 18 —2* 9-223 = > 
Rezolvind sistemul, obţinem coordonatele punctului P, 
== $ y 6 si n (A) = dei V 6) ==) V 6. apoi determinăm lungimea ME 9I = VA ce y, 
Relația se obține din: OP < "A => AS 4 Y < (a — b)*, 
Coordonatele punctului € pent u care aria este maxim 
1. PQ= l/ 0P?--0Q*; OP — x; 0Q— Se (a 20) ` BQ= p 
Lo bx € E (a — x); P =y = [+ 2 (a — xy 
ab? 
ID QA A Ee 
a? + b* 


Fig. VI5 
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ru € (0, a) este pozi: 


do Ee e - > 0, decl punctul E este ¿ntr 


Tabloul 


ees 
Qe 


| M 
x 
| ` 
e | Eve 
d e 
E: 
T | É 
i : i 
o n ! | 
Si Weg e SEN 
i 
Fig. V1.7 ii) 
Valorile B, M, A' reprezintă valorile succ 


le ia diag gonala, atunci cind punctul P parcurge 
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itivá deoa B. Fie: Q04 = a; OB: — x (fig. VIS} 


i) Zona văzută din punctul. A este: S = 2xx 


a 


Vezi graficul VIS 1). 


y 
E 


Reamintesc: volumul segmentului sferic sc poate obține 
după jormula. 


7 
ak TEH d D 


n 7, Si 7, sînt razele cercurilor de secțiune ale sferei cu 
yaá plane paralele, iar h este distanţa între cele două plane. 


iv) Suma volumelor conurilor ABC, OBC este: 


"iO Ir E o pe Yi E . OH 4 san + AH = E. BH?, 
BRA A TENE 0 "A = z 
Vezi graficul- VI.S ii) Dar BH? == x? — E = vie cu) , deci 
"T a? a? 


ig. VI.S ii) 


ii) Volumul EE sferic BCD, de 


"d D n 1 


cnica 


rgo ^ ES el p j 
Hey a a —(5V5—1) xw 0 
_— IIA Fig. VI.S iv) m 
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v) Fie y raportul dintre suprafața laterală a c 


x: BH. AB ` 


Zar re DH 


ul VL§ v). 


Fig. VL8 v) 


9. Fie punctul M de coordonate (x, v) (fig 
Octogonul are ca suprafață: 

S = 2( + y)x + 2y(c ). pentru P intre O 
S. = 2(b + y)x — 2y(x — c), pentru P între A 


náltimea. ilindrului egală cu 2x si 
"Volumul cilindrului este: : 
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f dx 
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JI Jes? x^ 


2 sin y + 3 cos : 
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Calculul de primitive cu ajutorul relațiilor de vec 
{rnd că ne N): a d 


148. 7, = eng xdxi ER. 
149. Imn = | (sin x)" (cos x) dx; xER, mcN. 


150. 1, = | x? sin (ax) dx; xE Re 
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Fie funcțiile f, g: R ^ R, de forma! | gei 


a 
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2-—x|l-—-[x—114 x— 8] dx, ; P 


X — tru <0 I 
a) fía) = SE pontus si e | 
` SZ dă pentru x > 0 E 
[4 — 9|]dx, | | 
i : x pentru x. < 2 | 
f’ i X H A A . , 
10 i pai E lx +41 pentru x >2, 
[| l q? — A EM 1 : E 
| Li rA 6x + 51] dx. | x pentru x<0 i308 —x pentru x«l 
E bo fi Xj I S & A Pm | m 
dM | i pentru x >0 ` 0 pentru xl 


i l 


— X94. 84.21.11 x aS chu. ts B SE EI? Da OR 
| m47 8x — 2 | 4 | 16 — 3*|] dz. e i) Sá se determine funcţiile s — f T £g, d=f—8s 


ii) Sá. se reprezinte grafic funcţiile s, d, P,.£. 
ii) Să se calculezei LES 


5 5 5 PM 
| s(x) dx, | d(x) dx, | plx) dx, | c(xj d x. 
-$ m | -ë 
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da 185. Sá se rezolve ecuatia: 
- R, definite pra ces de MSS 


182. Fie funcțiile f£, g -R — 
E 2x — $3; x «0 f D 5 E 
a) f(x) = | 7 Sog e(x) d did m 2 i 3 
NA, 74 cmn o A e ai -- 249 — 5x? — 24| cos? x dx — 13 
TX e d 0 2x el x >—2 0 
b) f(x) -| | i a pix) ta Cs. d 186. Sá se calculeze: 
3x1. x09 muc x20 
i i |sin n arccos x| dx 
? i x?--6 X, X< —3 5 9 dec SE ee - 
c) f(x) Im | ; g(x) — IX 2 5 xx 1 " D 2d " 1 PES 2 * E? 
2x—35, x» —3 X?—2X-L4, x1 ! 
l ; (Facultatea de matematică) 
d F A | sz 3x ot D | X 1 T" 1 o mm Nous 2 s X > 9 Cata Ge 
) f(x) pos Za a o 187. Fic integrala UD 
e Eg ipe b deep 1] 100 i (e Sin 1 dt do 
Aj cse SA AREE S Eee ji | 
f(x) = arccos x, g(x) = 4x3 — 8y, Vi (x — — cos De T int | 
Se cere: Ee gar 
i) Să le , Sá se uidens aria figurii din plan, limitată de curba | 
; SS se calculeze Eu h = -— Și P = of Y = fn, axa Ox si dreptele x =a Și x =b, cu a — b. n 
ii) Sá se re rezinte rafi | 
p grafic funcţiile: h si p. (Facultatea de matematică) || 
Pe Ad M: Së * 10 . Ji | 
111) Să se calculeze: | h(x) dx ȘI | plr) dr. ras , Țân — 4 — 24, PP Il 
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` , | S . 9-00 i pis li I 
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= 1 E U Se | NU 
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f ) + Vs! BE ll, un i ji wë a l | al 
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b) f(x) = ———3 reit 15 
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c) f(x) =sin i xc [0, x]. di 14 BAO + C i 
El pr V : r SE AC A A e e d i 3 i 01 4- C Geen d 
2 E DE | 
e) f(x) — Se gx E 0, 2] niru orice funcție polinomială reală J de grad cel 
iu yalt trei. | E 
Integrale diverse » ( Facullatea de matematica f] 
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e) se arate că m-f dui 4 nu depinde de a. Ce valoare 
are acest produs? 


195. Se consideră - funcția: 


Liz => (1 TR y R (1 Ez x) a E IO. 1 Wc N, 


b) Să se arate că șirul 
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2. Reamintesc formula de integrare prin párti: Dac 
f 2 la, b] ^ R sint funcţii derivabile cu derivate continu 
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33. Reamintesc prima metodă de schimbare de variabilă: 


Fie 7, J două intervale reale și două funcţii f, e astfel 


is E f 
ncit : fce] lg 


i) 9 derivabilă pe 7 , 


Ai) f admite: primitive si fie Fo primitivá a sa. 


Atunci functia ( (fo 9) - p' admite primitive, iar func tia 
Foo 9 este o primitivá a sa, adicá 


a Ae? 
T — 2 sin*x) V 


B csin | 
cm eru uL O T d. * ^an >: A HL 
73 b a ao 


o) et de fotos (4) da = att 


Fie ai = 1 + sin? £, f(x) = 2 


x 
cu R — (1, E Functia 9 este derivabilá pe R si 


—— 1 ein E eme 9 pt) = - 2 sin £ cos 1 — sin 27, Func Ha f este continuă pe (1, 2] 
w Je ld A ares X A == € MY ` C N 
| arcsin x ` și fie F(x) — E dx = In |'x] -+C o primitivă a sa. Atunci 
| y 
34.1 d ox E (arccos 3x) ze " vom verifica dacá alegerea funcţiilor f 8 9 a fost corectás 
d EM COL Lm e i-943 | : : 1 ' sin 2x 
Prete A * E Jo 9)(x)o'(x) = Zeta, e (a) = SE (x) = SCHEER 
147. arccos 3x)*(atccos Ach" dí = | E SS EE 
SSC o i — | (arccos 3x)*(a RE M Cum alegerea a fost corectă, e primitiva este 
MOT Ach" T = (Fop) (; x) + C = F(o(z)) +C = bail + sin? x) + G. 
rue E S V Iu 4812 n LI sin x (cos x) 
8 : 38. 7 — | — dx = — | ————— drf fie 
| 1 + cos? x | 1 + cos? x 
e [WX 93i + (areces 339] + C. 1 | 
9 [Y i ( ) 4 ^1 eu == —cost / ȘI f(x Steg zc TER cu R + uet 1, 1] Mn R NN R. 
—— X* 
Lost NIS. ion mL E e : . Funcția o este derivabilă pe R si p'(2) = sin £. 


Funcţia f este continuă si fie F(x) = Län = 
| Ja? 

A +€ o primitivă a sa. Atunci vom verifica dacă 

gerea funcţiilor f $i o a fost corectă: | 


o agla) = Metall a) = ——À—— arta) Sin a 
1 + p?(x) 14 cos?x 
m alegerea a fost corectă, atunci primitiva este: 
= (Feg)x)--CuRE xd +C=arctg olx) 4C = 
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p E UU 
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ai 
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i E 27 s ENS 
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Com gt a fost corectá, atu n TON cste: 


I-—(Fe pra) + 


Ge x + tghxdsx = p x 


- Ke x (te ay dí. 


Kä 


ka ÓMÓM a 


„Funcţia e 


Funcţia / este continuă $i fie / (x) =A x dx em ub 
3 


0 primitivă a sa. Atunci vom verifica dacă alegerea funct 
f si o a fost core Seta: l 


fo eG) —f (09) ais 


tum alegerea « a fost corectă, atunci primitiva este 


Viza E XE x 


Fie et) = SS costi si fl) = — "ei E 


Furiétia 9 este derivabilbsi e /ü == $ sin x cos a — Sin 2x. 
Funciia f este continuá si fie F F (x) = e dh dy se 
CN 


= — arcsin x + C, o primitivă a sa. 
Atunci vom verifica dacă alegerea funcțiilor f sip a fost 
corectà: 


(fo e) (x) : e 


Cum alegerea a fost 2 atunci primitiva este: 


= (Folio ji = Flplx)) + C = 


— — aresin p(x 


| kä 
o. pes We e BE zi dx. 


— — arcsin (cos? x) LC 


junctis p este derivabilă si o'i) = 


A 


Functia f este continuá si ie o primitivá a sa functie 


* | d Sc 
f j ac SS 4 


e a i | TET 
43, ] — j E DU E dx = rn H 


Fie oft) pose £, f Lei ee 


Funcţia e este derivabilă și o(/) — 22, 
Funcţia f este continuă și fie o primitivá a sa funcția 


iar în calcule s-a aplicat metoda integrării prin părți. 
Verificăm dacă alegerea funcțiilor f și o a fost corectă: 


e — 


a Lt caca 
V3tga—t 3 t. 2 costa ` 


AAA s fa 
a 3 1 T T 
A E yo Sin a — -y COS & sufa — - 
LL X Eus fr. SCH MUSS Cé 2 T ic 6 
2 
Cum alegerea funcțiilor a e Gees dedos 
functiel este: m x 
- > ^ M ^ D 6 
= (Fo q) (x) + . ]2 sin AU COS ———— 
| — J 2 2 
| eN 
e — —1n olx) + ff e*(x) — | 
8 | — E cd 
E B h e— P 
DÉI de 
[r4 — ee meree i aa 
1 3 o | 
= —-—inix—-—- dudo. o d ____6 
$8 2 | 5 | SCH 
SE E AE . E E 
EH prs ke 
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Aducind la același numitor fracțiile si aplicind metoda 
coeficienţilor nedeterminati obținem: 


H 

bist 

ei ` 

cf 
A aa EE 


ves ZA AV 21 : 
(La 4M 2 me gât t 


H , A i i X 
j i v reg zi Se | i b RR 
| aretg—— Sur s Ur 


"TE 


iar in calcule s-a ţinut cont si de formula 


x 
arctg x + arctg y = arctg ES 


poate face: xt- b 142444 1 2a = (a3? 4- 4)? — 
. TROC aetricies —— /3 Y 3 zm 2 2 a eg TANE 2 Y -- H 
unde în calcule s-a ţinut cont de formula trigonometricas Ae ala V 2x + 1) (a y V/ 2x + 1) 


(429 (BIB! svi 


Aducînd fracțiile la același numitor si aplicînd metoda, 
coeficientilor nedeterminati, obținem: 


A voee ` Zeg, 1, Î 3 pom 1, C peren 1, 1 y Sé 0 i 


I = (F op) (2) +C —ln|——— A e ge 


gê -- 
| E. 


i | are rădăcini complexe. 
44. Polincmul ai 4-1 are rácàcin com] 


af JL ae . , " 
Ze d Ar um hi in ( x? + 2) d Sen p n — e da iiis z panene 
x? 2)? 2 2(x2 +2)  4(4?* + 2) 


. E EE O ] 
E y > —t=cos r + isinr. Aplicind formula lid 
. Moivre, obținem rădăcinile ecuatiet: 


— d. 2 be — (a a? 
M H cin iE cti k E iV 3 ] 3 2, E i* 
4 l 


3. 
npin, 
y, = COS ————— “1 
“R E 


Polinomul se va descompune în. 


d Ca d dst ded H EE 
eci ———— dx => + —10]x — 1]— — In (424 x-1)4 
i | | pq 6 ` | 


lui x $i aplicind metoda coeficienţilor nedeterminati obti- 


Tho erem ÓN rcs n jg We E nem sistemul: 


A -= G = 0, B 4d- H = 0, Á -- C = O, Bg 4- Da SCH (ur 
-E-—0, D+ F —9, E= 0, F — 1, ale cărui soluții sint :. 
EI == C ==: Fo G Sc Y d si B rad F Llc u "n c Y H "€ i, Deci 


48. — 


2 
D 5x3 + 1532 + 18x + 8 
49. i arctg (x + 1) — - 


50. a" 


A M 2 


SL UR Jan (24445) + BDarctgla—2) + 57. Efectuám substitufia: : 
2. : - S | > | 


53. la | x | — > (EE 1j] 4 C. 


jos um » E Se DUE CON 
la-d-bcosx — J(a--5)-F(a-- b)? 


i) a—b >0, Considerind: a+ b =u? si a — b =v? 
obţinem: 


| dy | di 9 vi 
——_ AAA AN ———— a — .arclg — = 


Ja+óbcosx 


Vom considera: 1 = {x + 1) — el = — = 


1 a WW E 


1 
a LI a d 


Kä 


Bs Ee? er 


H) a — b <0. Considerind a -+ b = u? si a — b = —v2 
„obținem: 


EI d Y ` | d 1 . 24 b. vi p 
Ee €—€———— óc 2 * COP REOS mA sz e in Xr + C e 
4 _ 7 


a 4- b cos x 


56. Vom descompune fractia compusă într-o sumă 
fracții elementare: 


Aducind la acelaşi numitor, reducînd termenii aser 


ege VA — g? a -+ b cos x 
ordonind  polinomul după puterile descrescătoare d p^ 
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58. Efeciuám substitutiaz 


sin? x = — unde | —tgx d de dt 


dL Ld NR LL: IBS CED] V istcmmul iat, v SC determina: eg H fr 
4-8) (Ea- 28) 71 + iker do gu Ip D E SÉ 
| 


exc X — us arctg ( V £^ tg x) q € 
Ji-Fsin?x ` V2 | 


59. Efectuăm substituţiile: 


sin*w. zm > X — — unde = tg X, 
(pons as v | 


e : a =h] +i hI t3 qug S. 
t*. -- 1 E 24 


aE A erai 


A 
D 


| | =I rbl + 2 cos? = 
eR cns ente dius e 


E In(2 + cos 1) + EK? ET 


| | Jang pentru x € dë L 
adm e: arctg (Zu 2a) +C. 61. f(x) = 


sin? x . pentru 


Ee i 24 1-2 à s a 
60. Fie sin X = ——» cos X=- NC d a | “an 
O g do od e 2-03 COPS UM 
Pi Aoc foxksm.« ex — X EN 
unde: = tg Se? EE e E 


TE deris 
59 di 1) (4 + 3) 


LM 
384 


e 21- F OM | 
cus? iE d... A Mpa 
Bom ME MESE SS 
[dg x E | sima. == | E 
pip pup dx. IT c X AE qu M EORR 
Cd di | d Neue wb des cech 
ES ^. dom ; COS 4 e T— 5 
ampi D ee dt 
SEA E E 
a za C a | e pana, EF DE—2) 
63. Efectuám. substitutia: cos gus tæ de | CEU EL og 
ATE, uo cba 
tem i Ez — În R + == e — In e SH 
Le t -1nV 24 V1 SE i B x M 
URP 7 va di e j tez +! 
ndg 67. Efectuind sibstitutia t = tg ri obfinemt 
--— ¿Efectuám substitutia: | | 
il te a z 
l rhei peagi nhe [4e 
4 E 2 S l 


» 


68 | Fie I, =| sin” x dx. Atunci avem relația de recurenţă 


ee (t : 
3 . Seege zz — dí i oe ; e nl v IE 
Kë l n j n- 
— ya cos x cos 3x) cos Gy dy = . 8 e l | : 
2 ` , , x sin 2x 
| "3 at E I, [sint a de — 7 +0. 
£i T cos 4x + cos 2x) cos 6x dí = E j 
LT. PR pm o en OS 
z X (cos 4x cos 6x d cos 2x cos 6x) dx — per 6 36:70 6 
T | in*xcoss , B | ET. à l 
= ` \ (2 cos 4x cos Gx + - 2-cos 2x cos 6x) dx SES SE ; „sau se mal poate calcula » 
dE y (cos 10x + COS 2x - -cos TE + cos 43) de Zog de la, expresa 
a e SR . -— 3 sin "ER 
i I sin 10 , sin 2x n «sin 8x qo BUE sin 4x +0 " sin? « = (sin? x) = ao a Sue 
4i o 2 o. A : : E 
| 381 


= COS EE: * cos ELE — 15 COS | 


uu E Ze . MEE uge Jä E iur = |. sin x dx — 2 sint x dx +A sin? x dr, -. 
cost x dx — A x, ————— di Pw | | 
9 * E z i SL zë é 


1 — cos 2x 
JN E ! | dp ee 10408 22 b 
oe, i de sin? = | | 
PIER (Us? cos 24 de dem. pu js 2 | E 
5 2 Ze DHL NES 
AŞ ji 
egr ala a fost rezolvată aplicînd de două ori meto Ze i z e eos, 4x.— 4 cos Q.x 3 


E TUM mme HH €—— 
integrării ] pin pir ți. ar" 


— COS 6x ER 6 cos 4x — 15 cos 2x -- 1 
gin x = A EE 


I 


b) tg a y 0 Tinind cont că d cos (nx) dy = — sin n (n x) + C, obtinemr 
ET l n | 


P In er azere 


2 tg a 


fusus Tex Ltda” d 1 X sinds sin? 2 Se? C. 


sin 15 X ds BEL. da + 1 pă 32. 3, E 1 "P RE EI sin £2 A 


16:7 ^32 "64 


aedes 


(“cos aeos Ta E (e — a 


: 
— da 


ceto x 


Eum ei e mm Și 


zi RI x tix E tg? 2 
Se X t. 04 po Së 
e — (ts £i dy med —. + 
Pr cosx cos? 2] 16. 4 42 e 
TI ¡NE E ? +2 ln | ita 
BC MU NS Ud 4 hi S 
| 16 iga% 16 61tg%x% 
2 
M x cos x 8 cos . 
= > In| tg =| = LG 
, € 2 4 sint x 8 sin? x 
x E20. dix d 2 ty ^ 
AAA A cb 3 Initgx.l---9—-.: ; i 3 m j 
Gu S 44g 2 tg? x 1 Ier P 2 Tc : 16. I = 5 | (42) sin*(4?) dx si pentru a? = y, integrala 
| E | |o (1—cs2y | 
: -dy = este de tipul pon y dy = | E dy = 


š » i l i X 
sins x - 2 sin cos Č 
l 2 


01 I i 
e= — y — — sin 2y LC s» 
07/04 42» P6 


zl = E x*— Ed sin2x?) + C. i 
4 8 Ce 
77. Fie cos x = 1%. —sin x dx = 31 dí : 
| l = | sine x Di cos x sin x dx = — | (1 — 162 1327 di = 
ee | (05 — 20 + P) di e 
8 3 3 DW RE | 
eo {8 p 0 — — 44€, unde t= f cos x 
EMT 5 4 | | 
S T E ee Es 
098, I= \ L———.-———dx-——:(tg 1) de = 
| Vtg x cosx | V tg x (te S : 
e 2ltgx4 C. d 
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w 


ein? yam er f cos? x= a 


di “aa 142 
P EC 1 


Uan des ——— üt = 


3 4-5 3 


Ls 
e 

| 

| 

| 
H 
g 
ke "8 
a 
Ea 

bre di 


"UR 


T dos Tx. + Cos 5. dr = 


de. dii Devi e ra 
E EE e Dee SE 


n ar ee trt imr tite mii Se 


d ilem xy $ — sim x). 2 — Sim Xx | $— sin Y 


D e 


| f D C NE | 
8t. — COS e see 16 COS dus E d cos 2a -L (7 


Ke 


weg 3 sin Y - 4 2 008 X = = oi si 


(2 sin x 4- 3 cos x) $ 


E i bs M sin x + 3 cos x)' deci; 


Ed Ka 


à, integrám prin parte 


SE 


| deci: arctg l= p 2 oer? — d 


SE tí 
: se I= n zb eg 


tpe 


E 
. 87. Ele e" —t atunci T =2( 


2 


b b Ses i c= 2 — + arctg e? 


e 
t => ET ds 


; E 
88. Fie e? | 
3 Sirac] eR 


1422 1 LS 


sa FARCE lis as 
- 89. Efectuám substitutia: 


e27 


js mm m m e” + la (es + 1) + C 


90. Fie AN ER 
| l po o 


D 


" (2 — 1 


: —— d = 
(3-1) — t 1) 


e = f => 6 dx = df 


rh PEE A l 
ere JV Vul 


^X 00 X 2 ex | E | í 
E des 3 her SE 5 dr = 
oe 2p | 


4 
BEEN ip EM, 
2o 2 JUNG MD LN 


dcs des essent 
e et — 2 ët. est i 


— 1? (cs 1)? 
1 mS 1 
PT er — Wer A0 
et E? e?* 
(c* e gi (e + e Tj sh.x ch % SS 
"P 
meo E 
sh 2x " 
th* x Lo: 


In (ch Ai — 


dx 


Cum ch?x — sh?x = 1 = I = zarri = 


2 sh?x + 1 


(y : 
tá dx mz Ge a dx = = arctg (e) > C, 
1 


(e2%)2 + 1 


ur ai 
o Q9 A > LA die — SEA d SC c 


` 104. E 


ab. UT 


Ca" STE SE? | t €. 


VE FE Ze See 


109. voe A aep — ` A 


101. Efectuár sutstitufia 


k11 RS Cande i = . 


- C; EE = = YT F A Y, 


102. Efectuám substitut ja: 


DH 


AT limitele de 


Des com punind fractia compusă f intr-o sumă de fracții em m um EE d E EE, dx 


l s i 5116, L= km Ree m a 
are si > bai nd pe uus T - Obtineni primitiva: z J= DY GD) (—2) i s y V i2 
à BL ! 2 un 
xd. FO, 2—g ro 
DT min : — 2 jd 2 410 == {2 de d$ X E veer i d == 
I | Pu bl ai Ve? la c. Fic AE e * pg * (1— 2) 
1 QNS. 
ez J e Ge 
2f ! JN (1 — By 
| —£2 | 
l x E 
| di = 246 = Vize 
ek E 
M0. — E S ET AV A - 
111. Fie y — %? = į = y dx Ss di => 118. = acta S AC, 
3 qs 
estre nde denen van c 
X e, per E 119, in E RE 2 dt. 
| 2/2 2 Igic? 


+ Ax? Au 
pesetas calculul re funcţiilor binome se 


reduce la calculul primitivelor funcțiilor rationale, numa 
-în cazurile stabilite de matematicianul rus Cebisev i i 


psc Viza e^ 2 T Co” 


120. ps E max? 4 by dx. 


az 0, ax^ 4-b 7 0, m, n, p, numere raţionale, 


zt c i | d$ i 1. p număr întreg. Se face substitufia: ! 
EREECHEN E fe g es | eg 
8 e E Y =g, unde r este multiptul comun al. numitorilor 
E - a MES dis lui m sis. Cod | SC 
2y—x-4 1) +C. | + 1 | 
Muse | +1) + l d 252 număr întreg. Se face substitutias 
inm E i 2 ; 
a8 24:02 4- S Mb TTL 
Vă :2x4-2 4 GE TIP rä ax -+b = » unde L este numitorul lui f. 


ompi’ A 
8. — — H p număr întreg. Se face substitutia 


Mia: Pu 


1 : 
4 File tene à 


2 i py — £^, unde 4 este numitorul lui f. 
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ET: e Du Vi 


= ds guit Ho LES arctg y 


bao hOr 


uq 4e e ; i e » 
121. Vom, efectua substitu tiag 


E 122, Cum m zi 5, jf ii 3, D Se: 


per nm 


 Descompur ind fractia în. fracţii simple si substituin 


i IR ES Sa 
{= | IY EE 


v NE 

= + (x X $ Sr — tezei V 
E 8 
+ e (Y z+ 


vom. efectua substitufia 


ET iex — Dia 


* 


Bu. | 8 (8 — 4) di ze 


MES ti -f> 


0 
unde a = 14% 


WE Cum SE h $ se 


indi 


Je pn 
1 -— 2(n — Dx 
=u ecc 08 x= du -. 
(apt um e eM 
dx = du X ein l 
HE —anum————— EC, vos. " OUS T We x% tac A BER iD Em 
D ; Sp E La a FA 1) | (a? e gj da 
128. = +C unde xc ES b X ouais D) BN. TR E 
à SCH A : (a? 4- xm (a? + (a? + x?) yf 
Ex VI=4 În x= 7-2 arcsin PA e. EN | | l dx meld 
P oue 7 i F = 2a?(n — 1) ( drei E e uud mde s 
EL VOU Gem 7 (ea ann 
L Cum m = le, 1573, D= - =æ (00 4 2(n — 1) I 4— 2a2%n — 1)-I,. Deci relația de recurentá 
"P E este Î, wn de Die e da y, nd 
TEN ad | "TA 2 a 
——— = 0, deci vom efectua substitutia: dx (4 
tia initialá este 7, = | S P EC — = — arctg — ot. 'Conform 
Jape a a 
relației de recurenţă și a condiției inițiale vom determina 


X 


a?(x? + a?) + 


; 1 
integralele din șirul de integrale, deci 7; = P 


LES | 4 dE arctg A 4- C etc. 
=) 2a2 a. “a | 
13 | | | 
1 dx d „2 du 
a ki E R | E SR | y L 
| 3J24t+1 I s 
1 x 24 — 3 | 
== i ii it + EE m 


2n — 2 a*(a*— x9?)"1  2n--2 a? 
E PR -  *R*2dx 
unde primitiva integralei | — — —— 


e 


a fost calculată 
(a? EES x? n 
prin părți. 


AA : xL. 343 ; -i y e MES Se NS io = 2 Lb š =z GE 
10 LAA e ma SCH S EI : „135 Fie y = Vax? bx +e, y GEES För FEE 
c o 8 (24 xy prs ENDE E | 
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ind expresia: . 


inca, ETE 


E d AMT og ti 


f 
gd integrând + expresia obfinem; 000000000 | l E sf ag? 


=> 


d IEEE 7 
=> m la Al — —— i 
7: Te i m Tet 


y m T i mr d 


A 


144. Se integrează prin părți: 


pt zs f E ei pt BS £ 
n—1 - = = 


Mme A 


E mcs 


X" ^ mE HX 1 — £ 
=> Ip == A e na A > | 


145. Se e infegteazá prin părți și obținem 
x 
d 1 Ce 1 
n =  —— y — A y "x der, E de 
+ E en 1 
(n— 1) x m— Í x 
nu se poate determina prin cuadeaturi, primitiva, a 
'minîndu-se eventu al prin dezvoltare în serie Taylor 
TAE LE PEF ech, a : functiei — , apoi integrind în parte fiecare termen al e 
p, E Ns | y n E 6 E E: A x 


EPO siii uil, Tis, E 2 P, i 


animarea 


presumed EE Ae 
3 „einer, 


Aer? x= (n — - joer ? gcos x= f" 
1 D = ce 
sin X == E 


-= J, = — sin"! y cosx + (n — 1) | sin"? x cos? x dx = 


= — sin" ix cos x + s — 1) Y (sinta sin” E dx => 
j 3 


sint cos m—Í 
em A eee ^ di —— În a Ez La, 
a 9 


F 
Lë 


e recurenţă stals TE 


entru 4 = 2 = —m avemi 


- ei | UE cef date ooa Sino e "m-—2(. dx 
X KE Sr C ` AAA omm mM A eS tege 
| cos" xy (m —1)cos" 5x — m —1 


DU SS : cos™? y 
; IE Va a H gg n= , ; d $ 
148. | costa N —ín Deos "o sin x xda-du dx m. Ux : : 
cosxdyxsdo {sin x= v hi a 1 22 | 


s” x dx = costi x sin x(n — 1) jara x sin? x dy =æ 


149. Putem st abili două relații de recurenţă, una pentru: 
DOSE Hg. Mw calculul integralei prin micșorarea gradului funcției sin si 
=> | cos? x dx == cos?! x sin x + (n — D cog"? a dx Á a doua.prin micșorarea gradului funcției cos. 

vs p : Pentru primul caz: 


à 


mx dA) b R i a Tie E: ` > e. ` e ` : A 
= (n — 1) | cos" x dx, Ius yon 1 x cos" y sin x dx, calculind prin părții . 
Ü 4 mE (m — 1) sin x cos x =f’ 
pen x= SRL, 
jora zdz- =r = COSTI y SIN y E EE | Ke p „= gos br => 
| 1 cos” x sin x = CIN D 
RUNE : " det? 4 +1 
lar formula de recurentá este: a 
j ecurentá este sin"!5cos"*!x qp —1 
1 ER => Im, n = Nod E: "M Iman 
: eee AXWc* TT 77 mi 42$ m » 2 
A dudes COS" x siny ele l i i 
> M Analcg, pentru al doilea caz obținem; 
i) n. > 0, pentru 1 par = Vdx = x 4+ Cj : sin"*1xcos"ix | g—1 
: In, n qp du GE 
E l © m+ n DIE 


pentru z impar = S i 
ERER RUSSE, yes Dacă în integrala Imn considerăm m = —n se obțin 


integralele: 
COS x sin gx 
=h tsar = -— là 
1 cu 
I= — cos x sin x + E: Zei " : tgi y 
2 í T= cg rdr = — Ly 
jo od 8 | Pom | 
4 P0699 wei TS bd. i " ia 
He 4 cos" 4 Sin x --. 4 I; eto, 150. Integrám prin párti: 
| e | nad uy 
i) 2 <0, Relaţia de recurenţă este; ^ d | X =f TW IUE j E o 
1 i x — — cos 4x = n ap 
Act ja oe"? X da = aa cos"! y sin x - NDS d a CS 
: n | 
n " 
T ydy EE 2 cia ua dl dă NE sl =- = x” cos ax + e (a 1 cos ax dx = 
y WU ejos apes ÎN o | l 
406 ptor | uetus. a | Es ai | 01 


$ 


4 tg” X dx T 


* 


E 
à 


. T P d ji M S F 4 
| AW A rag Aplicînd relaţia de recurenţă pentru Z,, Ta, ..., Tg obținem 


s 9 59 95 9 $ D 


E: 


E 
EI. 


So m nol egalită ti si reduc 
menea obținem: E 
: I e 1 : 
du—1l.29- 5 


ee 


UE EE -a 
fI. 2n — RA: a 
b eiti x E 
0 pentru s= 0 
1 pentru x >0, 
PE CS | 2x —1 pentru x20. 
== x — " senx=. Y. O0  pentrux=0 
H R | — 23% dé | pentru x < 0 


3 fo KE 


JB —b 


Sen i R - [1,05 T CÉCSEH x= 


Kr zer dei «f (2x—1) dx—30--20—50 


o 

e —x + 1 pentru xc(0, 1] 
155, fi) = | x— 1|sgn x= 0 pentru x =0 

` coh 7 i x—1 pentru x ERNIO, y 


y (—x + 1) dx + 


X -—00 


—Y 


sgn (x — 1) UL 


sgn (x —2) 
xsen(x —2)| 
yo 

410 


=y% — | pentru 
=Y =x +1 peniru 
"CL P pentru 


erbe 


3 


DX TNT E ORUM 
*ità Gs A 


sen (La) 


— 1. pentru x 
y pentru x 


TAN u 


158. f(x) = sin xsgn y - 
o 

ds) da A 

159. Functia o 


0 
: gix) i 
NEL 


(—sin x) dx4- «| 


—1 pentru 1 — 32 


O pentru 1 — x? — 
1 pentru 1 — x? > 
: (—oo, —1) U (1, 
ped d 


-| —sinx pentru x «0 


sin 5 pentru T > 


se numeste ircapt 
6. wage şi cR -— 0; 


11 cu: 
pentru y <0 
pentru x 2 0 


> 0 


sin x dx = 


ES. aub dE 2 oa. 
2 2 2 2 


a M MN. | ja | [xa 
2x-l- 1. yu x > —Í ah ado d. E 


da + | 2 dx zi ydy = 10. 
mi d 


1 Da 3 


a E: Se EE e 
UMS Jt e == | sin x ee | Wins p x x0 


P 
H 
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pentru x c 


MT fi) =p 25 
co 2x 6 


o ; : n (x) de 


fet 


pentru 
— 2 pentru 4 x € 
“pentru eet, M : 
Jj 204 da + a Q3 — 6d; 
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2|= 
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e 
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3 af e= 8x — 7) dx. 
3 


169. | xt Tx + 
A E kd 


12 | ex 
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p= al" 
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| 23*.— 13x. 4- 17. pentru x € (|, AU, 5 


petru X € (3, SE 
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e 
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MUR 0 e o D 


d AE oa nemis eere 
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x. z6a2 ^ A 715 4 5 
| E | pou 
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| b iua 
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2+ V2 . Vi 24VWV2 Vi 
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1 pentru xct—1L 1) a 
x pentru x e Do * 
` pues € (—oo, —1] UI, 
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| d(x) de (— Ida x dx + Jj (x — 1)dx = 15, 
25 . e —É. : wis zo 2 : : ; 


E 


04x = P (x? — x) éen az (ail 2x4)dx = 


vd 
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„pentru *€ E (—eo, 


1 
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-analiza numai un interval de restrictie: : 


NI 
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— 2n--3 arccos k pentru - 


KE fosta) = A Ze, —3 arccos A ` pentru J= + oW ax 
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EE E ENTIS E im 
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| 1. 
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j 
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be 1 x d 
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: i 2 , S " à i 
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l ome m gr 
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em =0 ip Y S 
ES IIO d patens x20, 


D 7$ E. $. SE Deoarece J(0) =0, deducem 
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E GE d 5 s 
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218) = 


conform unei consecințe a teoremet rui La, 


iii) Dacă 0 < x EE sin e < 1 si sina siatt 


“din monotonia funcţiei sin x. Rezultă căi 


T 


sin"x dx > | Simti x dx, 


191, 3 Fs dinis >R, de forma . 


2 SA 
| SECH E 5)? 
Deci NIE unei ER a teoremei lut Lagrange 
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e dA Ims 
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deci 2s AE «i, 


di) Fie FRA R, siia crescătoare, 
Cum 0 < sët atunci Leer <e, 
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dr < ends < | e dx, 
ef a l 0 : 
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Iniceind vitiis. Y 
y dte CM 


decl | ees Le s e deseno 
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ey | 
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eg eat Ge 
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; fa), en . orice x re: | 
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1 deducem că á lim . Loue lim ~ 
: elas. 12... 4 
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eebe observației din puncta a), avem 
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7-2 n-2 
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runc M 1 E 
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EE SE E. ; * Ee 
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al nnl ` : VERSUM (24 

; CH Ee B i ro "f — an lx = hm 8% 
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Sá se calculeze limita următorului şir IC EN folosi 


sumele Riemann: PAE E Ei S ` | 
Gel Ne + GER "m | 
: | 
(n + k) vers : | 
Eer i vs EUER DS 


La E 


: 3 d 
EN on RETE 


IRUFE 


SC n 


98. a =$ E A CD 


in? — RE 


2 on Mg REM 
3o a "» n d- ik 


e SAA 052 
aa fue TOR D 


$ Ves cs. 


13. 


=1 Y a CR Ga 
NE B o | Mehr ur put arctg s eil 
EE O Ue 


` 
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fila, SR fusictie continuă (deci integrabilă) ca, | 
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Tn Ha = d V 14 doas dz R z ™ Zeg 1) ER deift 


Vezi rezolvarea ex, 30. DUE i 


TIC 
25. lim a, = lim M, CA 


Bam o onem Mz " e AA 
; e 1 +1 E 


E Kä Es AUN 23 E 
A" 


* 
SR 
dense 
EE 
Dë, 
| 


n 
pue wien UH E E 
: Kos 41 


A 2j 


unde integrata s-a. rezolvat efectut S 


sche tdi — d 
. cos? 0. 
B c 1 E k? 
327. lim a =lim —>». =>==== 
no nam H LL o — k)n | 
zd =-— (32 25 — -43 i 
unde. s-a SE al ufias 
Du x = Ë = d4 = ua. 
T7) 


28. lim. a = Ld 
neo M nos n z 
5 Lë 


o (2 


„unde s-a: efe paer SEH | 
7 1.242 


A me 


BC 


lar limitele de integrabilitate = sint: 
cf. zs «0 >i 
E ug 


fo Ti "xU 


29. lim a, = lim — $ E jy i 
n 2 n 
b 


D 
p 


“unde sa. efectuat substitulia: | 


pa 
3i on 


ch x”: ZEE itu i 


= în ( (AV TER VTF SE 
Iu E Wr F rA) de Die S Ew 4C 


MAD 


E D 7 i3 
Deci lim 4, = s [n(14- V/2)- V 2]* 


Mpeg 
EI lim a, = Ee H E 
i fí-o0 "3 i = lim A e 
32. lim a, = lim — A 


Une : Pin un 


36. Logaritmind obţinem: | 


200 d a 2 a S TM i TIR eh herr. nm 


CERO Y US 


pm ed 


Nit DO 


n M | i . ` | | | 
= I (i + : St => lim n mj d In(1 -Hajd = E 
E dree) i D Dis " 


; | ` i 4 Ta 2 sod 
—1n4-—1-1n4-—-1ne = In slim a4, — e ?, 


WS P 37. Vom da. „pe n factor comun general si logarit 
SE ] obtinem: 
i i 1 S "a D l R ) i 


No i Rl 


34. lim a, - tim [2 Kë E S arctg $ SES An 


Pw 
= lim ene =) enn: 


ni parin 


ud - 
lim (In ap) = Si In x dx = (a + 1) In (a+ 1) —alna—4 


2j y o, 8 nm 
+ EL arctg Sch E : e 


a -+ L De +1 


j VEU 
(a -- il 


Lor A" g 


QUART EUNT. : es M" ea? me e 
35, lim a, — him Ets In n?! [1 Hg AN S | e 


deve : ficto HLEZI 


it j > 2 ma) | dE z i o a a du ; E E E | 


sel E 


ium. 


= [x > (1 + a) — 2s —antg J i E s Da | cts E 


29 = Teste de analiză matematică ` 


.6. Calculati aria limitată de astroida: 
CAPITOLUL IX i 


: i i „n = 6089 7, y —— 4 sin? f i 
"ouo INL een 

ARII, l A9 A 

LUI PAUL GULDIN, MOMENT STATIC, "MOMENT D == arccos oaa 


~=, axa Ox s i alei goe Al xk 
INERTIE, LUNGIMI DE CURBE, -SUPRAFETE A e 


. - SÁ se besen eraficul funcției. 
i PRESIUNE, VITEZĂ S 8 Hei. 
EE Meme Feran IDENTITÁ: ^. 8. Calculati aria limitată de curba: 
ACCE j AE DE E : 
COMBINATORICE DEDUSE PRIN DERIVARE SAU PRIN - 4 
i i LEZOLA ARE axa Oy prin pu nctele de inflexiune, 
PROBLEME PROPUSE SPR 


x? 


Si E 
1 SE, consideri un cerc si o Pes definite pr Oy prin " punctele de KN 


+2 E 2 vb Eu 2 = a si X^ IK SE 8 Ven da X Da "al a : ; sá j : 3 X: i EN nu ege " 
x 2 — q2 = 9. six — 29 QM ) x) 4x, paralela dusá la axa Oy prin punctul 


pul le S E ție ale aces 3 OI C be - 


à ~ a PY 5). | | 
res ectiy C, D EE faţă de y pr ) y m AN 7, y —23*-L 3a ed axa Oy 
d m e aria conturului curbiliniu ABCD, delimi- 1) j A Y i F3x și axa Oy, 
tat de arcele de cerc E si CD si de arcele de hiperbolá " JG +1). 
| aci D ee 
“AD: și. BC. VA 


| : E 3 js dd ad së Së 3/7 
2, Sá se calculeze aria domeniului márginit de gr afia iv) y =4 Sc și y ed 


funcției 7 Je 2| =- R, cu 


9. Calculati aria figurii c uprinse între curbele; 


10. Fic P punctul de intersectie 
și dreapta y = rx. Să se arate că oricare 
fetelor determinate de dre apta 


dintre curba yc x9 
ar fi7, ariile supra- 
dată și curbă, si aceea dintre 


* 3 s = E curbá, axa Ox si paralela la Ov dusá in P sînt egale, m 
, axa Ox, si dreptele x = 0, + - ; 1 : 


11. Calculati aria zr eie plane cuprinse între cercus 


rile de ec uatiüi x? A y? — A 0, x* uy? 24 0, 
Se Ki X H : 12. Calculati aria suprafetei plane cuprinsă între curbele a 
A42 AT £e z 24. —€— A e _ 1 a 
funcției Dn. X E "E AEN. " WE. y | 
2 2 BI c9 kl D cu D b x a. 


curbele y — arcs 
4 tas datt aria limitată de axa Ox si cur bele y = arcs 


13. Fie parabola de ecuaţie y = qa? 
Şi Y == arccos X.. 


27 Se intersecteazá aceastá par abolă . cu d 
T fu m MR im SA = $i se obține o porțiune 

e ati aria limitată de curba închisă: S 

9. Calculati aria limitatá E de paraboli, 


LL bx Leena > O, 
reapta ^ y = MX +3 
de Supr afatá care se numeste segment 


Ly — arcsin x)? = x — 4%, 


451 


: 1) Y =- asimptota sa si de paralelele duse la 
INTEGRARE 7 | Wer | 


` ii) y == == xe mm. isimptota sa si par ale Je Lo duse la axa 


Se cere: 


nine -ahecisele X 
onditia de reali 


gd  panctulu C al para 
AB și ordonata 


S cla E & s S 
iii) Ari a se lui parabi nce E eds iue volumul generat de rotirea în. jurul 


Sá se arate cá aria segm 
2 S 
egală cu — din aria triunghiului cu baza AB 
4 ` 


24, Să se zu v olumul generat prim rotirea astro- 


E ca 
+y =a în jurul axei ei de simetrie; 


“punctul de contact C al tangentel la parabolá, tangentá ca 
este paralelă cu coarda. AB. 


14, Se: dà curba. w-—ax--bx* s dreapta y — x 
Votăm cu $, aria suprafeței determinate de curbá si dreapt 
"cu Sz aceea dintre dreaptá, curbă si Ox. Sá se afle relati 

„dintre a, 5, m, k, astfel încât S, = A55. i 


-o 25. Se inter Secteazá o emisferá cu.un. plan paralel cu baza 
ei și dus prin jumătatea razei. perpendiculare pe baza; emi- 
sferei. Se cere volumul celor două zone sferice, 


15. Fie hiperbola echilateră x? — y? — a? și áreapt 

"y kx, bei, 1). Sá se calculeze aria suprafetei cup: in 
intre WO) Ox (x > 0),.arcul.de hiperbolá a? — y? — 
—a4=0 (Y > 0) si dreapta y = kx. S 


| 16. Deleniti volumul generat prin rotirea Lost 
curbiliniu limitat de cürba y = xe* ȘI dreptele x = 0, x = (d 
în jurul abs scisel. ; 


unui butoi in care doagele au forma unui arc de parabolă, 
butoiul avînd: dimensiunile: EE razek de la capete r, 
si raza. centrali R (Rr) 


21. Să se deducá o formulă, penteu. T TN butoaie: 
lor avînd doagcle de forma unui arc de elipsă. 


28. Sá se afle volumulcorpului obținut: prin. rotația m 
feței determinate de cercul x? 4- (p — 5j2.— 12 = 0 cu b. $ 
in jurul axei Ox ie obtinut.se numeşte. dor). 


17. Rotind in jurul abscisei vend generat de y = el 
față. numită cr „Găsiţi ie 


de catenoidá si două 
metele de abscisár 


'28, Sá se calculeze volumul rezultat din scăderea volu 


Lë, 
Ki 3 


ES de , sferă de rază 7. 


CG 


Sá s aleuleze arbol A 
: 30. Sá se calculeze lungimea eurbei care are ecuaţia: 


fía) =2 In x 2 < x< 2/3. 


E Calculatí lungimea arcului de parabolă 


pactio ii volumul generat de rotirea în jaru 
;ului curbiliniu de bazá [0, 1], limitat de^ 
-volumul 


us ; B i i E 1 Bag gia lun i ea. arcu lui de para ab DA e 
pe = X^, cuprins in interiorul cercului x° -p y? —( 


own de mes. e 


26. Să se deducá o formulă pentru cawl capacități 


Nuls M Rp WEE camin sata cp ag : x 
mului unui i soft avind semiaxele Fo b, dintr-o jumătate ` 


33. Calculati E ind bu le. a "curbe i 44, Determinati aria catenoidei suprafatá generatá de 
9ay? — x(x — Ae, ac. Ao v S | 

rotatia curbei y = ach — în jurul axei absciselor |. între 
„34, Calculati perimet trul unui triunghi mixtiliniu limita zo E A CRM ev ! ca | 
de axa Ox x si de curbele Ka == Jn (cos x), y MUS = in tan 2). E nd SCH x0 si XA, 


k 


35. Calculati lungim nea arcului de curbá y 
cu intre punctul de minim si punc tul de intersec ie € T M "p 
dieu, Se P ` P ti 46. Sá p aria suprafetei generate de rotația 

EE m p A e, tangentoidei y = tg x în jurul axel Ox int re-puncte le (0, 0), 

-36. Calculati lungimea curbei y = V x— x aresin Ton ) E 


37. Calculati lungimea curbei (y — arcsin x == id as 


qiti 


38. D Determinati coordonatele unui punct de pe ciclo A 47. Să. se determine aria suprafeței de rotaţie a buclei 
x alt — sin £), y = = a(1 — cos 1), care imparte primul a a de curbă: 9ay? = x(3a — x), în jurul axei Ox. 


în raportul d de 1/3, 
39. Calculafi lungimea curbei dată de relaţiile: x= a cos? 
giy =a sin? d. 


.. 48, Determin: ati aria supr afetei de rotatic in jurul axei 
“a astroidei: `." 


E * 
X == dcos? i 
Vol d sin? : 
40. Calculafi lungimea arcului de curbă: y =.4 simt i, 


i yc arcsin e™, cuprins între dreptele x = 0 8 xb 49. Determinati aria supr afetei generate de rotatia unui 
m arc de cicloidá in jurul axei sale de simetrie: 


yox zm a -uprins între dre tele Zn si y => 
D d A (m see * y ES P í T (8 | x à (t — sin W 
P y zc odd a (1 — COS i). 


meis 


50. Deter minati aria suprafeței generată de rotația arcu? 
lui-infinit al curbei y = Ze, în jurul abscisei, pentru pla- 


At. si se calculeze aria dad obţinute prin rotir 
d nele generate de dre ptele x=0 M g= | 


parabolei care are ecuaţia: 
f(x) =Y 2px 2px, t< x <3, în jurul axei Ox... 


„51, Să se determine aria suprafeţei de ids determinatá 

de fünctiile: c | 
42, Sá se determine ariile p a obtinute prin ro l 

ea curbelor care au €c uatiile: à P d^ Els X 0/773 VP NE 

sa p à d i) f(x) == y 1 — x pentru x € [0, 1] 


i) Aa) = x V- jé x< 4, în jurul axel Ox. , i 
Ei A ay amu do RP i: , à) f(x) ==> V x(X I- - x) pentru x c [0, 5a]. 
ii) f(x) == a cos A i x] « 5, în jurul axel Ox. - ; Ey 


GE uds DONC P iic UU. 52, Sá se - determine aria suprafetei gener atá de rotirez 
43. se determine aria suprafeţei generată de- n jurul axei Ox a arcului de curbă y= e7”, cuprins titre 


x 
punctele x=0 şi x — n >0, apoi sá se calculeze lim (aria 
Rea. 


a M ala ua D 
lántisorulur y — le re “cuprins ` inire. dr 
2 | E : uprafetei).. La | | i 


y= aşi x = a, când acest arc se roteşte în jurul ax 


> ine coordonat ele 4 centrului de greutate 
el márginit e de curba care are ecuaţia: | 


de rotația arcului de curbă: y = A —- juru ong * 
qu A | (e qo e ES 6l SE uu E x SST 
i cuprins intre punctele y — i [wn ese MER EE VIA 


d 


54, Sá se determine aria Sopra did er gen neratá de rotația, va 
a | în i, de deepicle de ecuaţii a ss Be deg E $i axa Ox: 


: 62. Sá se determine NE a hides de greut ale 
uc oes S al figurii mărginite de curba y? — ax? — x* şi axa Ox. 
55. Së se det mine aria supr aid de rotatie a arcului 


5 [x= a(L— sin!) 
de cicloidă y = Zen — cos t) 


-63. a) Sá se determine centr ul de: greutate al unei plăci 
plane omogene limitată de curbele y TÉ + 4x și 


în jurul: 
y? ai — 4x + 6. 


2 


: D axei 0% : 
poster cel mai ridicat. IM p dintre cele două curbe ín jurul axel xx. 
: . Sá se afle volumul cc Grpului obtingt prin rotirea supra- 


56, Se dá o placá laná omogenă, formată dintr- -un disc A 
P P intre cele douá curbe in júrul axel y y. 


semicircular de centru (0, 0) si razá R, situat deasupra ax Fei 
Ox. din care se scot două trium = isoscele de baze [—K, 0 ` $4. Sá se determine centrul de gre eutat e al a riei cuprinse” 
între sinusoida y = 4 sin x Şi dreptele”. A ses A, 


E? 


si [0, R] si înălțime A < —. Să se determine centrul di 
z i i 65. Sá SC ete 
greutate al plăcii omogene rămase. 3 e ol 


rmine centrul de greutate al unui se ment 


y : 

n elipsa — -+ Z — 190, determinat de curbă s 

57. Determinati coordonatele deene de greutate di p T s bă $1 o 
codrák care mE prin două virfuri ale elipsei, — 

punctele 4 (a, 0) si B (0, b). Wa 


tele: de abscisá: a > da Aa = a. — : E Sá se determine centrul de greutate al figurii márs 


arcului provenit din carba: ya e, cuprins între pu 
a | 


58, Să aa determine centrul - «le preia: al cte: E inite de cercul si de elipsa de ecuații Ax? + y? d — 0, 
circular de rază R şi de deschidere a, avînd. o laturá pe 2.p Y —1=0; cu x 20, y 2 


67. Determinati coordonatele centrului de greutate al 


59. Se dá un cerc (C). de rază R, cu central- pe: 
gurii limitate de axele de creme „și parabola; 


tangent în origine axel Ox. Se imparte raza in trei p: 


R , 
egale și se trasează cercul (C4) de razá ana tangent interio : "—-— A i 


+y’ = 


68. Sia se determine. aa. centrului de greutate 
1 figurii limitate de axele de coordonate și arcul de elipsă 
2 | 


Jj 
„primului cerc în originea axelor. Să se afle centrul de greus 
„tate al plis i omogene formate prin excludere, din discul (C 

a discului aC im 


pie 1=0, continut în primul cadran, 


Df ; ^ Ki rud J A2 1 Dy : S i E » : i : 2 s 
i) um ES y y) 10 PES S ES Ma M : 69. Determinati coordonatele ¿cil 
i Bes ia, ai e us sin ze 055 Et ximulu arc al cicloidei x = gt — simi y -a(l — cost), 


4: 


i) axei Oy, îii) al tangentei la cicloidá in b) Sá se afle volumul corpului obtinut prin ro tirea supra- — 


lai. de greutate al 


81. Sá se calculeze momentul de inertie al unui cilindru 


7. "Determinati coordonatele centrului de greuta 
E ircular fatá de axa sa de simetrie Ox: 


arcului de as toid: 
x= aosi, y sint, “cuprins în primul a. $2. Să se calculeze momentul de inertie faţă de axa Ox 
al plăcii plane pentru {(x, >) | CS 4 x ES az x« d, 


“Th Lace distantá de centrul geometrie se aflá centri ac C 0L. 


de greutate al unei semisfere de rază R? 


72. Deteri ninati poziţia centrului. de greutate a arcul 


de asti oidá: E FS pă = S sit TUE ¿iia cadran, 


- 88. 0 elipsă se rotește în jurul axei Ox. Sá se determine 
“momentul de inerție al elipsoidului de revoluţie petierat, 


84. Determinati momentul de inerție al. unui parabo- 
loid de revoluţie, cu raza bazei R şi înălțimea H, raportat la 


Determinati a ec dh de ereutate d 
ie > F axa de rotație. 


E 


figurii limitate de curbele: 
pă = 2px si x? = 2py. 


85. Determinafi momentul de inerție al suprafeței late? 
rale a unui con, cu raza bazei R si înălțimea H, raportat la 
74. Determinati coordonatele centrului de greutate axa sa. 


unui semicerc omogen, utilizind teorema lui Guldin. um . ` 
: 86. Determinati momentul de inerție al suprafeței unei 
15. Sà se determine coordonatcle centrului de greutate sfere omogene de rază R, raportat la un diametru Ox. 
al unei plăci omogene plane, formată dintr-un sfert de disc 
circular de centru (0, 0) și rază R, din care s-a scos un drepta 


unghi, de laturi a ȘI d. 


7 " 3) Sá se determine coordonatele centrului de e Sr 
al unei pláci plane omogene, már ginitá de curba y = sin 4d 
X € [Oy m] si axa Ox. 

db Sá se deducá volumul corpului obținut prin rotația 
plă scii în jurul axei Ox. 


87. Calculati momentul de inerție al unui con circular 
„drept, omogen, de rază R și înălțime H, în raport cu axele 
. sale. 


88. i) Sá se determine momentul static al unui semicerc 
inraport cu diametrul sáu. 


ii) Să se determine momentul de inerte 'al unui dreptunghi 
-În raport cu o dreaptă mediană a lui, luată ca axă. 


89. Să se determine momentul static si de inerție al unui 
triunghi echilateral de latură a, în raport cu o paralelă, la 
una din laturi dusá prin virful opus acestei laturi. 


TI. Să-se calculeze momentul de inerție faţă de origins 
axelor al unei bare situate pe Ox intre „punctele + X 0:8 


x xd, de densitate variabilă p4) — ————7* | 
) (ben 90, Determinati momentúl static al arcului de elipsă 


“qa 2 
X 
PUE 25-1420, conținut în. primul cadran si raportat la 


Dos 


UR sale. 


78. Sá se calculeze momentul de inerție față de punct 
(0, 0) al unei bare situate pe Ox între punctele A = 
x — d, de densitate variabilă p(x) = In (a? + x’) 


D 


91. Un mobil se deplaseazá cu o mișcare TEN după 


179. i) 5á se calculeze momentul de inerție Io față 
5m "i 
egea Eih = 3 Bin E + P il Știind că S(0) = 0; 


axa 0% al unei pláci plane omogene , mărginite de curbe 
oy ch x si de dreptele x = —a, x = a și y =0. 
di) Sá se determine volumul corpului obtinut prin. rotir 


| i) să se determine momentul cînd viteza este nulă si 
„plăcii omogene în jurul axei Ox. . ) roza SSC nulă și 


cînd este maximă; 
ii) să se determine momentul cînd acceleraţia este nulă 


80, Să se calculeze momentul de inerție al. unei p 
şi cînd este maximă, 


semicliptice cu diametrul pe. axa Ox, iu de accastá 


e 439 


a 103. Un luminator circular, care are 3 

ză află în peretele vertical al unei nave si es 

pá pini la jumátate. Sá se determine presiunea 

S s d coto c. Logd ufundatá în apă. | | 

Se cere ecuația acestei mișcări (ecuaţie B EOM UT ; 

S m : $ E 2 Gë ăi E 104. Căldura & i ci ică 1H 4 z ^g qo bd a 
93. Un punct M(x, y) se mişca în planul x - nélis de temo pera a unu kilogram de apă variază 

sp sar E gap er ee 27, unde timpul £ > 0. Sis Z de A P. d a ura f, după legea: FE sm Lu 4«10. Eg -p 

traiectoria, viteza, accelerația. D E EE se determine cantitatea de căldură nec 

o a entru a încălzi 1 m? de apă de la 10” la 60° 


94. Să se afle. lucrul mecanic necesar 
le 12 kgf din fundul unui put a 


“unei greutát 105. Benzina are căldura specifică c, legată de tempea 


p SC i i 
tura. 7, prin relația: . 


“ştiind că greutatea cabl lui este de 0,6 kgf[m. à 


95. Viteza la intrarea unui tren într-un strat de € = 0,2336 + 0,0010228 £, presiunea. fiind constantă, 


este 54 km/s, iar la ieșirea 7,— 36 km/h. Sá se afle men 
.mecanie necesar pentru strábaterea stratului de záp: 


sá se afle cáldura specificá medie a benzinei pentru 
t ANS ? : mperaturi cuprinse între f, = 116 C și fa = 218 € (Batu: 
96. Un punct material M, mobil pe axa Ox, este atr er-Pozin). Be | 
1 ; i A $ 3 1 nk? : S xA. | i 
către O de o forţă f = —. ca . Sá se calculeze lucrul mec 


Tdentităţi combinatorice deduse Brin der. 
E ënn > binalorice deduse prih derivare sam fr 
integrare. ic P sau prin 


executat între x = xy și OM = x. 
. 97. Un fir elastic AB de lungimea Jo, are extremitatea 
- fixă A, dar in B se-exercitá o tensiune proporțională cu aluna 
girea. Ce lucru mecanic trebuie sá efectuám pentru ca lun: 
gimea firului să devină Î > lọ? | 
98. Comprimarea unui arc spiral este proporțională 
forța aplicată. Sá se afle lucrul mecanic necesar pe tru 
comprima arcul cu 5 cm, știind cá pentru a-l compr 
032 em. este necesară: o forță de 1. kg. | 


106. Si se demonstreze egalitátile (n EN, n > ou 


ii) (k — DZ = n(n — 1) + 272 


Ko 
ii) 5O RCE = n(n + 1). 
R=1 . 


a 99. Un resort are un capăt fix, iar la celálalt capá 
catirnatio greutate de 4 kgf, care l-a întins cu 10. cm. Se 
^ucrul mecanic, necesar. pentru a-l întinde -cu 13 cm 


100. Să se determine lucrul mecanic efectuat p 


Ki 


Să 
ntiBderea unui resort elastic cu 5 cm, ştiind, că pen 
> en 1 cm este necesară, o forță de 1 kgf. 


LI 


" í 
v). DO Alk + Dik 4- 2962 = n(n* + 13n 4 84) 277? 


Tin stávilar are lăţimea de 20 m si înălțimea de 
alculeze presiunea, asupra stávilarului, dac 
4 este la suprafața apei. hc 


n : i 
vi) $5. RCE = nn + B)-273 


se determine presiunea, exer 


ă parabolicá, cu axa v 


n A - 
; Y Cc =e 
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REZOLVARI SIRÁ SPUN NSURI 


1. cae d aria unei.suprafete: 


guo 45 OAM SE AN Lr QN a) Dacă f :(a, b] >R este o funcţie pozitivá si continuá 
cd rane atunci: 


RAI 2 1 


x). S uo C$ e e i) T; =((x, Ye as xs b,0 €. He "all mulțimea 

ze 2 +1 : umită subgraticul 1 fu inctiei if are arié si: PAM 

“pă 

xi) $^ unu Qni? — 1 ii) aria (Dj) = f(x) dx. 
E j phe NODUM Conc ADEM Dd quin, AA "er p n d d 

ko (RE 1) (k i- 2) (n 1y (a + 2) AM MS NE A | 

| b) Dacă f, gTa, b] + R sînt funcții continue și f(x Jer 

xii) Z k+ 8 " 4 +4 entru V x c Je, b] atunci mulţimea y (e. 
2 a (n Xm rg 


ERY a< x sd, f(x) «y « £(x)) cuprinsă între graficele 
uncfilor f, g si dreptele paralele la Oy care ned 
xa Ox în punctele a si b, are arie si aria ir 


== aria (Py) — aria (Py) = 7 g(x) — Wf jdx. 


De 


Eh MEDEL 


EE : "ux A: n 1 d 
xiv) (eph. CH = 2e e S Š e 
ka A / ad Rb ^ Y = —n a beer? 0 Sch 
=0 o kc MES al3 a 
: C. dd st 
y e h 4-3 4 x = 2y? = — 2 "2 
xv) YN iy —_—_—_—_ i CE 0) , | 4 : 
ko (e +1) (& +2) i 
A l M H ; EI 2 
107. Să se calculeze următoarele sume trigonometr EA oT SOME 
ss ` ' ; a 
te € Nj tuy, au vacan 
E : ay 3 
; h sin kx H 5 UN 


D 
ox 


A : o 
a e Eër: e rey . Alf Eu vd 
h cos bx £u ps Lie E Loi, 3 oe V 2)] 4 ENS DG CN PASAN | 
| Vă 216 _a 
É e LU XS Bos ds E Aria căutată se obţine din aria cercului, din care scădem 
Lo M e o2 E e ` " 
i; i Roel * A MAN e 
( n. s | T 
FRAN PUN E? Las WE Zas ges d 
* “COS bx 4 COSA 2 COS y 
2 — i 2, A = \ E [dx = ————— dx — 
t Jo 4 -+ cosx] Jo l= cos y 
A E S 
LE pos Le eqq py" » M 
Dg um V sin k: A dE E. l E e d — 
£A i i X 24 tg > —. Unde primitiva 
" NE UN 3 
E J5 1 Tq COS X 5 4 
n.o. 2 
C; V^ Pensis, ME " ; 
e im 4 -a determinat cu ajutorul substituției tg L-= 4 
462 a 


=4 1n 2.— 2 ln 3— In t 


4, Integrám prin párti: 


Er arcsin-x-dx- 


arcsin x 


- X acrsin x Y 


EEE AG 
x aros x 4- p 


arccos xXx 


| 
l 


dei 


J -—dtecos zi, b lvl ud == Y AICCOS x —1—x*4 


E 


Dar conform € 


` Cox arcsin x = arccos 4 => y= sini l e Ma 
.AICCOS X Mom EES qi 


y A 
= i Da y =w, 
; , va 
| D. Wig ei ML 
Aria domeniului = (1 — J) bad cec 
i So f(x 


. f1 x — 3x l 
To A arccos n dx. Vom integra nri 


=j 


v 2 A — 


TE Y ii cap cr 


pa^ M 1 | W 


omeniului de defin 


R2 


bi 


mr 


Boe 
ven 


i 
j 


ou 


-dx — 5 arcsin 


A ; DE EE d eo ^ 
e s-a aplicat teorema lui l'Hospital, 


seul adm ca asimptotă orizontală dreapta SCH ; ^p 


E Apr E > j ? 

= Ü, lar gre te: determinat astie » Va : 
de l 

lt." | 3 9o 


0 Po lo: "0 S ud 


0 A | is : enun [ec pe a Á— SG 


TEO OO OE = Mur. ms - ap 7. 0 


++ | 


: Y SP i f igura J Ke 8 1) . - A DINO NI Lasse uris Ero o e i i 
EN $ 1 , x | 


Vezi graficul IX. 8.ii) d li 


AR 
Fig. IX. 8i). 
* 
Aria cerută este: A == 4 dx =2 arctg x ; a e, 
DE. E H e - 5| 


s. f 
1,0) >R o functie continuă, 


i 


-$ 


. | m (0. 407 


2— pentru x € [0 


G {i 4 py : | A; : "o T x 
Le - 1 | f 


2 ii 


Li 


Fa "etie 


lar graficul admite ca asimptotă verticală dreapta ds -€ 
x = 2a. Trasăm tablourile de variaţie si graficele functi dx A X 


pentru cele două ramuri; m | (e? EAT (n — aa Fase Y E" 
= d 35 Eu Pu x » D no y > 2. 
Gin — 1)a? 
: 1 , 8 _ 
Deci Y, = | —— df = ———— 4 — «Y y: 
(1 + ps 4(1 +)" 4 E 
NOU IX. 2 y | ET di xe 
Vezi graficele IX. i ay + Lol 
KN | 
EN Kë um —  — T — d Dee arct y i + C. 
2^ ai B) 8 | 
414 BP da aer 
arctg f + C — A 4 == 8a?(arctg $ — 2Y, ei Ya) Iu 


ar călculul se va efectua analog cazului precedent, 


"yz (nb e O A DA DON 
E iste 
a "i 1 H 
Tra sam tablourile de variație și alce p pentru cele à EIE TRU ME T dE IE cfi DIT Së 
ramuri ale funcției: wars d =8 | + (4 + 1?) 
po q zo 4/31 Be BL? 
_ = arctgi | ax Bi ma me VS D ) . 
H lo 12 8 8 


- 9, Pentru a determina limitele de integrabilitate vom 
folosi, pentru rezolvarea sistemului și în particular pentru 
rezolvarea ecuaţiilor, metode de calcul aproximativ (metoda: 
înjumătățirii intervalului, metoda coardei, metoda due 
iau metoda lui Newton, metoda combinată), 

i) 10,9. ii) 36,2, T 98,2; iv), 9,2. 


Efectuind Schimbarea. de variabilă: x = st (x4 — x 


Ki 


EE EE rem = =" — alta — a A i — jare 
al ge c ses Des | d 


VD BÉ-Vx Ms 


Hes c e 1 IA 
6 (95 — zi unde xy — aa =—Y (an: — AIS + - Lala mee). ` 
` a 


Ps 


Ka 


: iv) Distanţa: h de la punctul C la dr: apt a AB este dati 


od Tr (rx dr = | LS. SW : | yg — MX — 21] 
i x= x 2 ET d 4, relația A = 295202. Fiea unghi ul dreptei AB 


es 
1 


„axa Ox, atunci m = tg a, —== = cos, deci. tinind 

E Mae | 

nt de valorile lui x, si Vo GC 

> " (m — by? + 

= COS ge] yg — Xg — n] == COSR 3 AAA Mic his ORA 
SS Za 


pes: j mA —— € a E mit: ? s E. ai 
=> h= 4 WA Xa $3 e LOS Q% 


Dar lungimea bazei AB a triunghiului ABC estet 


o 1 Zy = x 
13. d Ecuația care determină pe x, si x, este: ax? B cos a = xy — Xx, => ABC] m$ = n x TE 
2 cosa | 
i m — b = WA ` si 
4 pa +e (mx +a) =0 => Deeg 121 XE i5 E 3 s. 


ditia:cerutá este A = (m — bj? — 4a(n — Es > 0. 


i) Dacă n = ny anulează această expresie, obti 
două puncte confundate în C; dreapta considerată este E 


14. Fie a>0, 5 >0. Punctele de intersecție sînt: 
i= üx-- ba? m —a 


mă aD mee (a—m)x = 0 y =0 şi, = b => 
gentă la parabolă î în punctul C de abscisă mes 2 pe | 
m Jue x? x? p 
X a Ya 2 b+ + bs? == mx) dx = Im (a — m) = SE > b. | c 
= 217.3 side ordonatá yo 5 + bto pu — S | 2 b | 
ES a —m 
q A i TE 9 y 4 
Tangenta în C are ecuația: y — mx + no = Eu RAIL in 


iii Aria seg gmentului de patabelă < este: 


i q 
e | e Daum E m xdx 4 E (a 2X A l ó6x*)dx as 
A mA pas Lm — las? — Axe ds, A " e 
m (35 — EA a : 

Dar ax? + bx i C — (mx + A) = ax — (a — x = Xpd-- a ¿28 =¿ zë 
t ( ) Won QU uaa Ug mou ne spe, 
= A = Y ala — xix — dk - 20 SS LU — Bb*( Aa — m)xi(k — 1) — (3b —2)a3k =0 

A e Za E e e 


m 


SES integra Gen pire. 


Y "a H 
ÁN (mn aba du af; 0. 


le punctelor de SNC ale hiperbolei 


2 e | 
E L nins ] s Ll 
ml AA e o S eem est m 
: 4 ` lo 


Te 4 "SL H bk d d ^ c ERAS y 
P EAS 4 e7* IS je — — e.42H = 
Ss E 4 412 2 
dy M 2b —2b 24 -2a 
D e e e — 
, KE 220 as 
2 2 


EZ 


ish(2b) — sh(2a) — 2(b — a. 


Au 


bo a 


ELS p meines d 


H 


poem 


3 1 


4lnix — 4|]| = E: IS — 16la 2). | || 


16. . Reamintes s: dacă f:[a, bj — [0, oo) este o fun 


continuá, atunci n de rotaţie determinat de f, 
"1 d 
H —— e Dc 2 ur ar | he — D me A 
C HX y, 2] zi arcsin? xdx zs |x arcsin? 2x | 
PIU 
d d NE) efr? = 8) 
Fa 1 4 ayda T 3) y 
2/1 — a* arcsin xj | = Till = 2] = pea (unde 
lo 2 í 
Dacă f, g :[a, d] = [0, co) sint funcții continue si f(: ca s-a efectuat prin părți). 


a, d], atunci corpul de rotaţie € 4f, a 


< g(x) pentru Y x 
rokin si 


ntá din ex. BIL, 


xd 475 


21. Figura E | : 
d Li a, deoarece am considera 


e Vo este: obtinut din roti Fig. 1X.25 Fig. 1X.26 


iar V, este obținut din rop 


26. Figura IX.26. Fie ecuaţia. parabolei: x? = ay- b, 

entru care vom determina pe a și b. Pentru aceasta vom 

SE d | > 

ie că parabola contine punctele A |— +], B(0, R) $i vom 
E i 2 d + EJ 


Se în (2+15) 


ey erg) 


ó 
ce sistemul: 


— nn dacă fla, 0] > R este deriv abilă, cu 
ivata continuá atunci. ' graficul funcției f are lungime 


¡tá și In $ KTI az. 


z 


yı fiind ecuația semicercului inferior} A 


Ya fiind ecuația semicercului superior, : 


iie substitutia: x — 2tg t 


fy e pp ` GE 
A a L aC, pS E "m 7 z "i 5 A Sp 
V. | (9$ — vida. = | 4b Vr E: di Gage SS 
PEE EEN EE P = 2 ——— di — — + 
va pa sm i cos? t Jm sint Jz sin. 
ex Boch dx = 2n2br2 si scriind: V n 
Sé | să z 


e El em 


rezultă cá- volumul torului este egal cu produsul di = 
cos? — 2 cos fjr 
l 4 


aria cercului care-l generează si lungimea cercului me 

al său, | 
x T 

= 2intg-— — 2intg— +4 —— 

6 8. 2 


31. Intersectia celor douá curbe, va genera abscisele] 


"AXE 24 y 
Ss, 73^ 


f 


pales | 
f e i. 31/7 3 Pd 
Fig. IX.28 ` Fig. zc xus or Y 
29. Figura 1X.29. Aplicind teorema lui. Guldin 
problema 56) obţinem distanța, de la centrul G la ax: ES 
rota tie care este: : l H l BE 
=> y vc d ME Y — Oi V x= 


E EE E E oten 


Gp 52 E ST, (x—3aM/ x... cu oa, 


3 | pie Wës ^U 
par? erh xp 2 V2 mr 


E A pentru x c [34, 00 


; S A (r SS ED), deci Ya EST (3 : 20 NETUS zd — Gr — 3a) Va — 


= c. 


pentru x € 


zi figura TX 34. i} 


ii DH 
Fig. IX 345) 
Daer | (x) = la {cos x), It) = 
34, Fie L= EEN t b Jata) cos X 
Vezi figura 1X.34 ii) E 


I — Tui) IP 


Lg 3 TOO g PO A 
4 2 : 2 | 


4 


» „Deci perimetrul tri 
ghiului mixtiliniu este (Vezi 
figura 1X.34 tii): 


ES 


f, x) == In(sin x) d 


E EEN ee wis A Alte 
j | | A ` T 6 pe art i IE 1 - == Es 8 | intg 
SE ES QE ` " SS - q | i a 
Kn SE es T — pm lg Fl 


E ee ` en: 


Fig. IX.34 iii a 2 ^ 4 g| 


EN 


— Teste de analiză matematică 


Lp i e + aresin x, cu 


avînd punctul de minim, de abscisá x 


Tes E es o. 
Î + RU dg = —2/ 2|/ lux] = 
=i l— x / l Ioa 


A = 


Se „va efectua substitutia! 


2% = 


2 Dac i 
| e? i uini .— df, 
v. l „a d 
Pentru x = € cm bem Ei 
2b 
DN 
OK 
: — FR + 16 “4 : 
E a — dm 
jos e 
i 
ETE. 
Tr A 
2 e fe a æ 
1 PH o E 3 
See | Lars i -- 16 CNN di => 
2 Jet i? d ms Ds 
e — 1 sh 
>= In ib T. 
e% — 1. sha 


pac de ` Dp == p m z) cR LS SE SÉ SE e Ge 
N x E [a,b]! are arie și este egală SN A 


Au Bega 


iar. dacă funcția nu este derivabilă la capetele intervalu- 
lui, atunci va fi prelungită prin continuitat e lao functie 
Arte, d] = [0, co) de forma: 
( Ala) = lim h(x) pentru x = a 

x 


+, 


alx) = į f) V1-4[f(xj? pentru x € (a, b) 


h(b) == lim h(x) : pentru Xm b 
F | xb ~ 
` Deci: A=2x V2px: 1 + mx ^" [1/85 255— 
EP 2% 85" 
-V EFI] 


B i X | 4 S * Pi *: Us RE zm - P EE E a M" Si a MS in $9 
“Pentru determinarea primipver s s-a ciot ua | substitu py E i.d) ro 1) = éi Een f Ze 


zx = 2 er e x S 4 A Ae a m Nu NI a | 
se ele E al ETE We E GES 
S E ee E EE SES EE 
11) 4 =2a V at Y 45*—— o, tt eris d. BS zéi Aë, V n : GES, Aoc 
TOW T ow Bi | 8 Ä cad 
43. Los gimea lintisoru ului: cuprins între cele două dre o al E pa 
este: S = ale — ECH, iar «Vonda patele, centrului de greuta SÉ pa A U ye 17.— 4x — 123? 


d a2 
sînt: xg = Ye hod (e + ent 
S 4 ale — € 21) - 


Aplicînd prima teoremă a lui Guldin (relativă la supr: Zu 


A T . se , Ek ` 
feţe), avem: A = - 2udl; “A = S: 2ny Eu (e? + 2 4 Primitiva determinindu-se printr-o integrare prin párti, 


2 | " A SI? V1) — VU 
44, EN (62 — e? + 4.45. 2 [/2 + In(1 +V 2)]- vado 2c Pe En 


* 


A ———————— 


jii osten SAT. mah T C | | 
V 5-1 | : | e 


"D | A = 2r 
12, ra?, 49, Sra y — 5) : Jo 
$ ne e E 


Integr ala este de tipul: 
. I. ; | 

(VTF soas = 3 t TE EG + i 

tnde) +1 1E gl + C i 


(s-a aplicat metoda integrárii prin ES: det tia ez = u, ol 


cmm Lei ie 4e eit + in (e* 4 cb Vii er zc substitutia Hut (u4)? an 1-2 id- E 
or * 
EV ide ERE E ¡2 
MEL TES V TES e ` E bim di, 
Tr? W 2 ) d Seco qoos Ki ZJN. tW ¿3 : 


iie lui Paul Guldin: 
„Dacă 1 este lungimea unui . 
care sé roteşte în jurul unei axe (D) d 
o intersectează și dacă d este distan 
tate al arcului de curbă p pînă la axa (D, 
suprafeței de rotație gencratá de (C) este: 


2° Dacă Ses'e aria unei suprafete plan e are se rotește 
în jurul unei ax= (D) din plan nul său si care nuo interse teazá, 


si dacă d este dist tanta de la centrul de gret (F) 
pînă la axa (2), atunci volumul Y al solidului ger nerat de (E) 
este: V = 2xdS. i 

(Fig. pe 56). Pentru determinarea centrului de, greutate 
al plăcii, folosim teorema lui Guldin. 


me Pe ; afe 
i os xS ub ovile us Vr aoa S 
mx ee (x "e TE ps nit tia xdx = =3 
& i i A 


siet + 22 — 3) nfe 
gum ce eg 


e ACE e 2 y! 
unde | bg In. 4 da E Bé (in xy. in.x dx E In? x 8 E 1 
px a | me 3 
e y a 
2 á ln ydy = LE: In x — 7) — => A = 
2 2 1 4. 16 


2xab 1 e 


las 4 Cn «| 


i di > 


e el nfet — 


94. 1) 2n0? + — — . arcsin e; ii) 2ra? + tcn Lis 
e o e l—e 
Van. e | x X 
unde e => este excentricitatea elipsei. i a 
64 E "ET - Evident, xg = 0, deoarece G se aflá pe Oy, din motive 
55. i) q ma 2: îi) 16r%a?; iii) — ma? de simetrie 


Coordonata yg o obţinem din relația 2xy5S = V, unde 
Y =V,— E 2 


V, = — nA? — fiind volumul sferei obținută prin rota: 


à 


96. Reamintesc: dacă A este o placá omogená car 
identifică cu o mulţime Py, , unde f, e : [a,b] — R sînt fun 
continue atunci centrul de greutate al plácii omogene € 
punctul de coordonate: 


Pa Zm 5 e — vi octo wit color so rari 
de aigla) — Siet ys 2 7 TA este volumul celor două conuri 
Xa = sp obținute prin rotația unuia dim triunghiurile isoscele in jurul 


axei Ox. 


DE ER e sell " 
Dome d o Da eec zR? — 2: — AN adică suprafața 
V o rămasă dispo nibilă, 
Za m f i 
Kë | , ; Kä 
Rryg d — cR? Rh  — «xA —— 
Gees 2 i 3 i 
i En 


CO cos a. 
„pentru 0. 


X it o 


VR pentru b' 


Aria sectorial circular est e: 


S  agesde + v Y HA 
D ht 


4b ow 


E ph DEE De Zeg 

` 29 Ei P 

ess | tg ada + T a Y R? = x 

gy dy 
2. sina, 


| 1 
Es 7 Rosina => "mo Ge e ua 
3 o 


“i 


; "Analog se calculează n 


vaL 


759, Centrul de greutate se află pe axa de simetrie a plăcii. 
Se aplicá teorema lui Guldin luind ca axá de rotatie tangenta 
comună Ox la cele două cercuri (C4), (C). Volumul corpului 
generat de solid prin rotatie in jurul axei Ox este egal cu: 


. află la intersecţia dreptelor x = 2 și y = 


: QM cae cl dx : M 
ch o MIIS c1 03 


unde integralele au fost rezolvate, efectuind sübstitufia 
= sini 


5 


7 


63. a) Parabolele Y Y, Se intersectează în „punctele - 


A(1, 3) si B(3, 3), iar dreapta y — 3 este axá de simetrie a 
SE două parabole. Tot axă de simetrie pentru cele două 
parabole este și dreapta x = 2. Deci cen de greutate se 

= 3, deci centrul de 


simetrie are coordonatele (2, > 


b) Aria plăcii este: 5 = i Va 52 yel des As 167. 


Ga 


c) Vy = 5.2xx = i Am Je E n (cf. teoremei lui Guldin). 
"ERE sin b — b cos? RR 28 - — sin 25 
| — cos b Di — COS Di 


65. (Fig. 1X.65). Coarda are ecuația! 


4 7 
$4.70. ra= n yo = 
3 Eug în 


D 


2 


72, xg = Ya = 5 a. 73. Xq = Ya = 


zs H, Ae E are 


E: 


da le de coordo 
cu un diametru, iar originea sx xr i de 
cercului. ; 


92 


“jurul axei. Ox avem: 2rygS 


ES 


15. Folesim teorema lui Gu 
„centrul de greutate al Au. atunci prin ii um 


idin, 


la 
1 


E Ala, 


unde 


. unde 5 este suprafaţa plăcii. 


este suprafața pic; 
pepe 3 SÉ tod fiind volumul 


placă prin rotipea 1 în jurul axei Ox. 00 
e mW E 
Deci:a Zeene v TR? —oab|z— nA? xb > 


H 
* 


Q2 2E -— 3b*a 
pe - XR — 4ab . 
Dacă rotim placa în jurul axei Oy, avem 
2a0g5. = di 


42 este volumul e 


V = V, 


Coordonatele centrului de greutate 
2 2R3— 


G = — . 
3: scht 
76. i) Fig. 1X.76. Din motive de simetrie, 
greutate se „tă pe dreapta Nace Em 


PME PIU s Hi 
ji ee nep. episodes qx e PR geg = 
: | f(xix.. i sin x dx 
g vi ' ao > 


ef" 


1 Cy 1 psi | T 

m fade kx sin rd —— 

Ju Mi 2 
2 


5 TEES. mmi mE? weg ab 
4 ; 


generat de 


H 


generat de 


centrul de  . 


A 


i 
i 
Ios 
IE 
2 


LIN "Zë 
E Pentru determinarea volumului corpului de rotaţie 


* 


S = SL sin xdx-2- reprézintà suprafața plăcii, 
% 0 l | 


ie 
=m. > 8D ota 
8 2 


77. Bsoshintesc: Mome itul de inerție al unei plăci omo- 
gene de forma unui trapez curbiliniu, fată de axa Ox, placă 
limitată de curbele (C,), (C). si de dreptele x = a Si x = b 


deci E == 


vestes 


Aa 


Let — flo) ax, 


unde. constata pózilivá p, se numeste masá specificá sa 
densitatea corpului. 
Momentul de inertie al unui corp de rot atie omogen fatá 


de. axa de ao Ox: corp. generat prin rotația curbei 


), Ela, b] in jurul axei Ox, este: ` 


y f(x) 2.0 


dn “jurul axei Ox, aplicăm teorema lui Guldin: 2x yo SS =r. 


E E : D l S ; > a : E 
78. Momentul de inerție este: 75, = | 


Integrind prin părți: 


| dE 
| x? dx = du o M M 
ees TUE => => 
v=Inla? + äi ; 2x l 
= a x bai MAE de 
"$ a? -4- x? 
J dU 3 Inla? 2 rio gi 
=> [oy = ~ n(a? + A ail "Y pue dx «= 
9 do Le 
1 2 fa 543 l ` 
m - ^ a? In(2a?) mm , pă x? zen a? d EA dx t 
* à 0 y? dh a? Ki 


H 211 AM ] x lj? 
= — d? In(2a?) — — [— 43 — a?x + a? arctg 2 || = 
. 8 3 E E aji” 


TEE LERT] 


A a i ES a7) 
79. 1) T Ox == Po | ch? xd A == lo i [£e d X E 
3 J-a. à 


= U (sh 3a + 9sh, 
pn a Fe sh a). 


Pa 


"a d a Ce Leg | 
chtxda= | pere y > (sh 2a 4-2a). 


ua da 


Hrer 


Ei 


PEI EDC X 

80. Ecuatia elipsei este: SR a pa 
2 3 
a? p? 


unde m = porab (m fiind masa plăcii, iar aria elipsei este SEH 


3 SE Fie R — raza bazei, H — înălțimea. Pie, 
=b a. | M. A 


B 
po 


b 
T : T oL l 
Ios = —pyA Ridy = Ll u Rib — a) == 
2 $ F) i^0 H f 
a 


Re R 


= be, e 


82. d ox = mic? + éd 4 di Si unde m = Golf — ai (d — 0. 


x?In(a? + x*)d x. 


$ 
Tagi s si E 


A T 


1) Luám diametrul pe axa Oy. Di 


Ox, avem (fie g. 1X.83 a): me = 2 


4 
2 HUE p | MN CN CAL 5 
E ii) Figura 1X.88b. m; = îi xb d: 
E ue NS > a 
Deci 7o, == — mbr unde m = pV = Dez — ab. ) B "=F 
. 2 


84, Loro LH. 
$ 


85. Să considerăm conul circulat ge prin rotația, 


segmentului de dreaptă Y -Éa e cu 0 € x « H. z> 4 
7 S SECH RH 
m — —— X dz > UL WI X I oss E 
| o 2 Ho p Bo 
pem ^ RH. H ORE ` Rm, m fiind masa copula, Fig. 1X.88 


..86. Se consideră cercul de ecuaţie: 


R 
2 T 7390 - F 
y =R?— 32, dos = Be > (RE — dr = 
— i 2 El E 
.. 8 i Es 
ex eme muy R^ m tmn. — 2 RE = Let eg 2 pe 
15 | 9 35 3 


7. logi ártim conul în cilindri elementari, paraleli cu 
axa eil? Volumul unui cilindru elementar” este: dk: eiie 


D | PY uu l 
Be ¡h=RH|1-— ER => x aiies cilindrului EE 


p t * 2 i E 
Atunci momentul de inerție! este: I = Pa . 90. E +% : arc sin e, unde e 
2 Ze - 
; Lait nkt E : ^ / 48 E 
dr = == „unde ty este densi! alza conului. * PE d E Va 
a WI 


— 


88, Mg = : A afla ds" 98. E x?f(x)dx 


Fig. IX, 88 b 


B ra : 
49, Ma == — y 3 as, € 
82. - . 


Fig. IX.89. 
excentricitatea 
491 


Miscarea 
i si întârzia 


coor don a 


de SE se EE derivind spafiul de două 


eet 
et 


je nba ON NUT Mu eh uid MM ECC NI 
6 4 S = KS ! R weg tot pui, IOC Xo > 


t |—Ro forţă care este con- 
funcție cont (nu? și Po particulă care se mișcă 
intervalul | ta, b] Pup ac tiunea fortei F. Atunci lucrul meca- 
c efectuat de forța F pentru deplasarea particulei P dia 


a 


a == 0 pentru — £F T = kr, k € Z n 


SC SE s i zs WE z E : y unctul a în punctul 5, pom int teal: 
TIT ca F(xYdx." 
92. i Derivind in. raport cul übfinem: di A Cem 
at i is igu -C,0 sin al ES Co 6) o, L MARI EEI nic " ats SOUMETTRE RN ^ A 
EE ee 
ac ao, nu dran s scade de pornire, greut atea cablului este Ph -= x), 


es greutatea pe u nit aie de ] unc 1 ine a c ablului 
Pivy n E: e t AA d de 
93. Figura IX; 93. y um (x Si p: —2(x— be =(x- - dx: 


x > 1. Traiectoria este 0 parabolá cu virful in Er — e 


Vectorul SES AT V are ca proiectii: 2 es pou RS? 4- p(k —xdx--ica-. ; . pn]. 


ms dx 2 (dy n en " nt ar pentru aplicatia numericá: 
IM Vi modi. a +) mu Y /4(- H 1)? + Ll] Jä — 8 


go. 4 e at M 
L = — k 20 ..20 4- 0,6 . — | mA oeme 2.520 ke . m. 


: pa e n 
EST ern l [S Mis a, 
95. Forta=masa X accelerația; L= | mode — CESTI 
l SÉ 2 i 
fa, 431 h N 1 1 X 
Sal i MIRTA. PE i i d 
96. .L(f) = E | Ss CH == mi | A A i I 
BEA * VT Ap, 
97. Figura I1X.97. f= k(l — l), unde E este factorul 


e proportionalitate. Lucrul mecanic este: 


A opem SR 


as 
E 


e 


P=lim y vyixiasl 


Re t 
Ze 


B 


MAN 


E 
Y 
A 


ge 


Ea Id == y: | xz dS 
al O 


a dá 


AN 


à 


: cS un e, de dS trebuie exprimat în funcție de x. 
Fig; 1X-97 Fig. LX:98, LE P i COEM l 


798. Figura DN ag Fie x comprimarea arcului; a: 
forța de comprimare este: f — kx, din care pentru f = 
Ji 


și x — 0,5. cm, deducem: k= 2 kg . cmt, Lucrul mec 


Lis i: 2ă dx 9 kerem, 
m Li ` — 


99. 9. kg Dem, 


. 100. Forța necesară pentru a întinde un resort de lungi 
dată / pînă la lungimea  4- x este proporţională cu lungime | D uM 
X, adică Fla) = kx, (Constanta- A > 0, depinde de reso 102. Figura IX.102. Din geometria analitică se stie cát 

| $i poate fi determinată dacă se cunosc unele date suplime pátratele a douá coarde oarecare, perpendiculare pe axa paraz 
tare despre resort, adică dach se stie că pentru a inti Dolei sînt în același raport ca și distanțele lor de la virful ` 
^..." „resortul cu 4 cm este nevoie de o forță de b kef, atu parabolei; | | 
p B DE ium b => E E ^ S 
: wu] o. 
Deci lucrul mecanic necesar pentru a întinde reso 
pînă'la lungimea / +7, (1, > 0) este: i 


+ 


Fig. IX.101 


. 


Loss | hx dx. = P k. Vom determina constanta ; 

NIU i h e 
" 3 s RLW re 25 e dë ` i E 
ez Leg E100 => L= E 100j— 1 250 2L = 0,1: 


101, P= | 20% dx = 1000 t, 
pe "An : D 
Reamintesc: presiunea exercitati de un. lichid -(g 
upra unui element de arie AS, (iT um ex 


, 4 | 196 Fie E Es R >R 
Deci A B- Lar” d P= "os 24 Gm: us at pr a) dacă funcţiile f si e sint derivabile pe un același intere 
Dé ak? l al [a,b] si f = 2 pe [a,b] atunci f' = g' pe [a, 0]. 


b) dacă funcţiile f si g sint integra bile pe un interval 
si fé e pe la Bl : 
E Figura 1X.103. BC = EE ee 


pb jc pir 
pa | fojas = e i gini. 
| de Y TR bs dh; A PIS ? 
EN EI B | AC aaa atu d id fj: Fie f(x) == Ui x)” care..este o funcţie derivabilă 
Aplicăm formula: SE TE v jas, ingi y este greut onform binomülni li N ewton 
f A z " a S - : 
specifică a lichidului, A înălțimea coloanei, ds element d (1 Lg m CER 
Qm dE pep SE E 


de 


i | B 
Objinem: P = 2 Y 4] 225 =: 225 a dh = 2 250 8. n 


erivînd ambii membri ai egalității obținem: 


n 
pl Y k hi ( 1) 
mí Pate Ed ke Cpa s (1) 
bd * - n "f 
i pentru x = 1 obţinem: 4.2" 1 = > ` RC}. 


ii) Derivînd egalitatea (1) obținem: 


1X.103. 


Fig. 


y^ (k — DACH? (n DU air 
R8 


104. Pentru 1 m? de apă, căldura specifică este dat: 


Al) =1 000 /(1) = 1000 + 0,04 £ + 0,0009 ¿2, 


i pentrü x — 1 obtinem: 


(k — DR: Ck = n(n — 1): 27, 


"Căldura specifică se determiná derivind cantitatea de Mes | 
| . do) iii) Inmultind egalitatea (1) cu x si apoi derivînd- ambii 
dură Q(t) 1 in raport evt, deci: 7d 7 —1000-4-0,04 44 -0 ,00 hembH obtinem: ` M 

lntexdüd obtinem 0 = -T MORU $5 hChxh = all + am 


a 


n 
»» RCE = ql + a + an — yd E un"? 


| ey (1000 + 0,042 "mmm dE 30 134,5 ke; E, 
is ER 


i pentru x = 1 obținem: 


SEI s F8 
105. C med Wire eegener es y V cdi VA o, 3945. 
218 — 116 Jus 


503 


si pent tru. Xm =] obţinem mi | i 
3 n , l e i 
3 G A D Su r TM yo n mp 3 jara e 
Am Í 
E | A mS i md Y = 1 diia in NE SEO T S Se 
E * Hie dz E (1 + n) y(i , d 3. . vii) Fie K x) ( 9) E (— p «En: X. ee e ga 
ure den : Eus UE | litatea obţinem; TU. Gcr aec 
i pentru x = i obtinem: Kur. UT QE E | ` E 
raro E Lä ew = Af A canet x AS 
i5. kk + UC Set SS NEE rod xb 
e ă j : , > 
a si pentru x — 1 obținem: 
uy Tumultiud stated (1) cu gt si apoi derivind de. | cn T 
ori egalitatea: obiinem: : : " Kä (UFC ==0, 
"si 
viii) Inmulfind egalitatea (2 cu x si apoi deriv ind 
: obținem: > à | 
aa + E i E uA S S dE ` 
E E (" 2) si l Kë (— Dësch kh. s —nal | — am? 
| ES "Sai | 
ies axíl -H x) (Ge d 74 10 ES n" : E l E à E 
ML ) CS ! T ) S og M (RSC SW gal nx)i-— xy? 


& (— 720 = 0: [—1 


L Län 434 « 2773, . : 
> + 34) 2 l tci 
vi) Ínmultind egalitatea (1) cu x și apoi derivînd eg ped a AR 
tatea obtinem: ke ; 


E ` : te 3 E 
VS RC = wait E ră X ix) Ínmultind We atea (2).cu x si apoi derivind de 
Ken qr nt bilă l două ori obținem: 


Qul , 
(— 1) RCE xt = (nl — x) 


$5 Ji CE ge EW 4 di + want d x) neg ` La, " 


al fa, 
5 EUR EM : Dë ” , 
egalitate pe care o EEN cu x, apoi o derivámt — (IHR 4 E Gs katl ou pni Gei ?[3 — (n + 2)x] 
P Boh = =241 + ua + 102 0 " | | 
- a "E Aene £ 
kel e d : (Daf + DE EE CHA = = oft — gran + x 
CH IPs 1 = -mE + Kë ER (n — da + ib SL ca e | | 
i A a Li Dx 4-1] OW jr + 2)a2 — 6(n + 1)x +6] 


xili) Fie funcția f( 2 == (1 — x)" care este o funcţie inté- 
grabilá pe intervalul (0 , 1] și aplicind binomul lui Newton 
obtinem: — E 

(e IR 
si integrínd ambii membri obtinem: 


k po EE 
caa max = | 1 — x)dx 
> „do y == 


(4) 


Kë 
B E (DAA 4 


x) Fie fa) = (14 


xt care este o fuse tie integrabilă 


intervalul [0, 1]. | 
 Aplicind binomul lui Natan obţinem: ee ind : p 
E CO EE EGIT. rÍ- i ynt ja 
T C HR ; i së ( D Cr yh us a (1 x)" Ge 
eg? pu Eno. B+ 1 o nl p 
piu 1 A ] 
Integrind ambii membri obtinem: MES (—1)8.——— Ch a u 
iL : i y (1. nh ed? k +1 ED INN 
AENA V^ vh Ax S USES. uL E 
d di e, i 5 Cu ` ți ge dá 4 >] lo xiv) (1 eme a)” = 1 — Cix + Cia — C3x3 + . => 
= ] — (1 — x)” = = x(Ci- Cix T Ci —...) => 


mt 


LA CO ob eun 1 
arg | ES SIE 
Y a ; NETT i i "TN 2 0 ES 9 | 
xi) dim E le douá ori egalitatea (3) obtinem: C E ani S E ILL Leen, 
51 S == S i ee SEELEN ebe OX cum 
"MEM e Jo — LE 
c gb uc duc. 
| . . d i 2 3 n lo 
~ 1) (n + 2) EM (k+ 1) (& +2) n 1 n 1 
: UE RANA MT EE EE 
xii) Integrám de două ori egalitatea (3) apoi ecual re E Ak 
rezultată o inmultim cu x, apoi noua ecuatie o vom der "TTE E wg fo tL | 
MES R SEN . xv) Integrind de douá ori egalitatea (4) apoi ecuația 
HE AA a e edo Qi. most nun o inmultim cu x, apoi noua ecuatie o deri ivám: 
f 1 zo k 4-1) (4 2 n LI ; 
pr Se? Ee E 
H ks LIENS RM x - îm kill. nm + 1 
e +.) (n +2) Ke a T40G-2) . uv n (—1)* ch, dt (1 — mä l 
à ————— E P A din sra tete stre toss 
BEA +4 (1 +3) (144 LEE ET EE EN 
e E t0 m SCH (n + 1) (n + 2) edm (—1)* "T ii — xu 
si pentru x — 1 pbiinemi E o k+ Ik +2) wi vU Ry E 
Em k t3 vu (n ep SC M iin e E a (DH + 43 „Chi ghia Ih: — (n = (n + - 3)x] a — ani 
AA Te PUER KEEN SEELEN 


CAPITOLUL. X e 
METODE DE CALCUL AE ROXIN MATIV 


E 


197. 5 — =Y A m Ai TES ee ud "DETERMINAREA. VALORILOR. APROXIMATIVE 
emt 2B QR e a S Ne. ALE RĂDĂCINILOR ECUAȚIILOR, 
| | Nui CALCULUL APROXIMATIV AL INTEGRALELOR 
Y | T1 pie DEFINITE, FOLOSIND METODE DE CALCUL NUMERIC 


4 Metoda înjumătă ățirii intervalului 
Fie ecua atis. fin) = 0, unde f: este o functie continu pe 
[a, bl, si f(a)-f(b) < " (adică func ia admite o: rădăcină în 
interv alui considerat conform unei, consecințe a proprie- 

+ > + Si AY* CN s SA 
x cos bx e» C, = Sah, : tátii lui Darbo üx). Pentru a determina PETI ecuatiei, se 


$ 


pl 


[ a 

l împarte intervalul în două segmente e 

SE 9 Oge9—odx). ȘI se verifică semnul funcției la capetele int 
EE Ge lu-se intervalul la e: xpet tele căruia: fune 


du E 
: T Raționamentul centinuá pini se obtine: 
k? cos kx > C, = — S"(x). | pi ; n 
REL | fa) fO —0,ncN. - " 
SM n d . i 4 D D l 

Ch e e sin Ry > $, = =E (x). cur, — 4, == (8 — a) si m a, = = lim A = xy unde xc 
n e . este rádieitia căutată. 

"m NS Rico m, um Cx. si S E 
C 25. , | ai n peg o. (x) Această metodă este comodă p 1 
grosierá a unei rădăcini a ecuației date, 


a d S " 
em WC A9 ci : pua 72 E 
C" cm d k? sin kx = Ss = C"(x). jb Exemplu: 


E 


: " Le Sie e s i AS Sé S e că -Fie b == x1 JL 2x3 Wee “aa 1 = 
Sumele initiale 5 si C se calculează înmulțind egali fx) = xt 4 ` 


Să se aproximeze rădăcina PET date .ci 
intervalul [0, 1] | 


Hs. 4 Ns : do = cL fit) es 1; f 
sin 2 cos kx se serie ca o diferentá de doi termeni. Efe (0,875) = +0: ER fe, de 


p (0 gie? == 0,043. 


S A m m" Xx : RES Lom 
cu sin — ,. apoi termenul. general SEH * Sin ka reg 
RENE : 2 


sumele și reducînd termenii asemenea vom obţine M 
ireductibile ale sumelor. B ae si 


JL Metoda coardei ` ` a 
Fie fo functie continuá pe la, b s 
(fig. XT). (Analog se tratează cazul fla 

x, = a + h, unde S 


fa) «0, f | S Ls avem: 
> Jb « Ge 349. oo 


Ju) x (010859 — Q4 5 


zu OP oiu UR 
za A Dn 


A, 


* 


< ko = 1,498 4- 0,002-c, unde c € (o, 1 


. HI Metoda tangentei (sau metoda lui Newton) 


5 Fie fo funcție continuă pe fa, b] si xo € (a, b], rădăcina ` 
unctiel, pe care urmează sá o aproximám, iar Ch at ft 
3 61 E EE dë : t 

sint continue $i pástreazá semn constant pe intervalul (a, 2]. 
Scriind ecuatiile tangentelor la curbá in punctele A (a, fía) 


și BO, f(b)) si intersectind cu abscisa obținem (fig. X.III): 
I : fiy 


— RÀ, respectiv 


fo) 


B E ; Sc au Fig. KHM. x 


Aplicind metoda pe unul dintre segmentele [a, +] sau 
[xu b], interval pe care funcția își schimbă semnul la extremi 
tati, se obţine o a doua aproximare x, a rădăcinii xy şi proce- 
deul continuă pînă cînd rădăcina va fi aproximată prin 
adaus sau lipsă, cu precizia cerută (sau cu aproximatia cerută). 
Exemplu: Determinati rădăcina pozitivă a ecuaţiei: 
f(x) — Ai — 0,23? — 0,2x — 1,2 = 0, cu precizia de 0,00 


GN BECK 56. 


Fig. X. HI 


A denm Se alege x, sau. ^, care aproximeazá mai bine rădăcina 

[5 — 1,190) = 1,198 : Xo, adicá pentru care diferența | x, — x,| sau | Xo — xl 
Z uM este mai mici. Raționamentul continuă pînă cînd, rădăcina, 

este aproximată cu precizia cerntá,- |. RE 


e 


+ 75% — 10:000 — 0; cu 


alul (—100, — 10). 
ft— 10) 080, f(—100) z 4 408- 


Reducind intervalul, obtinem: AA Dj E 453 dedi! r 
cina xy € CS — -10). 


Cum pe acest. ultim intery al: 


fx) <0, f'(x) 29, pntem considera ca aproxi: 
inițiată x, = — E Calculăm aproximatiile succesive d 
schema: 


ee? 


8453). |] —5 183 l 
134,3 —4 234 


Opina pentru n = 3, vom verifica semnul + 
fe, + 8,001) = /(—10,260) < 0. 
Deci xq goen ins 19,260), iar procedeui contim 


IV. Metoda combinată - 


PI « 0, atunci i cînd pl) s f'(x) au a 
ntervalul e b]. Comi ina a coat: 
ng gentei, obține em o metodă mai pas 

pss sau pum adau a 


al inter 
fala sa 


cu cit panta ti 
cu cit intcr 


Sirul lui Re 


pate obține : 


cu aproxim: 


LI dacá ri ele 


unctiile (x) 
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en 


ede 


t prin 
Et 


Uu 
42] Uu 
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5 1) > : E» A; —0, 1875) 
- care. free 


ia dreptei 


SEH 


sirul lui Rolle pentru a determina numărul ` 


se obține este: 
=1> 
== COS X 


9. : o 
netoda combinatá pentru a se 


plicat formula radicalilor. 
formula trapezelor este; — 


eci fie n = 27, dar. va 


din Y cu o eroare mai mică 


ă se determine funcţia pozitivă 


ferenţiale omoa 


ps Eu 
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(Facultatea de m: 


d. se E studiez 


„Să se calculeze integr 


e 


gáturá- rebuie să să existe între constantes adi 
“extreme p y 3 Sá verifice condita: 3 Fi 


n acest caz sá se determine valorile a si b, as 
angenta la graficul functiei date in punctul de ab 
fie. paralelă cu prima bisectoare a axelor de coor: 


P 


(Inst. Peivol, Gaze şi Geologie) 


18. Se consideră funcția: f(x) = 4x + ctg x. 
a); Să se re eprezinte grafic funcția, : | 


: drepte. : 


c): Să se determine: dä 
S 7 
2 i 
roA = | (4x + ctg x) dx. 
en | 
d 


14. Se consideră funcțiile: 


f(x) > xV x*—3; gla) = V x—1. 
a) Sá se construiasci graficul (C) al funcției f(x) si gras 
ficul (C,) al funcției del pentru x 2 1, folosind aceleasi axe 
carteziene. 

. b) Un punct M de pe (C) se proiectează în P pe Ox și în 
Q pe Oy; analog un punct M, de pe curba C, se proiectează 
in P, Și Q,. Sá se arate că fiecárui punct M de pe curba (€) 
ái corespunde un singur punct M, pe (C 1) pentru.c care existá 
Séis 
Aria [OPMQ] = aria (0P,M 0. — (1) 


c) Cele douá curbe (C), (C,) au un punct comun pe axa 
Ox. Dacă M şi M, corespund condiţiei (1), sá se arate cá 
aria mărginită de segmentele AP, și P,M, și de curba (C) 
este egalá cu dublul ariel márginite de segmentele AP, PM 
si de curba (C). 

(Institutul Politehnic) 
9X ` 


ewe z? , ER, a>0. 


45. Se consider TER fa) = 


ER 


577. 


go — Teste de analiză matematică. 


e) să "se reprezinte grafie funcția f(x) pentru a = şi 


b) Sá se arate că punctele de inflexiune aparțin. unei 


a) Sá se calculeze ordonata punctului de inflexiune al 
graficului funcției f(x), a cărui abscisá este strict pozitivă. | 


unctul x = 1. ; 

d) Sá se determine unghiul format de dreptele care trec 
prin punctul (1, 0) si. au deent coeficienti unghinlari aceste 
două limite. 


reptele x x= 
e iuficxinac ES la BD 1 
ecuația: SNE INE 


fu te Gs = pin e 
drepte: $i. dreapta, Sei 


E 13. a) Sá se rezolve ecuatia: 
pentru x € Rs tor sin (m In 1) 4 cos (zn x) == 1- 
tam gc o > i E cb) Sá se reprezinte B functia: 


: terale ale funcției f(x) şi l i f(x) == sin (echrx) + cos (z In x) — 1, 
NT A em D apoi sá se traseze graficul funcției, ` : 
á se calculeze aria cuprinsă între graficul functiei, 


și dre ptele: 


omdel & x « el e 
c) Sá se calculeze aria domeniului : situat deasupra axel 
Ox, mărginit de graficul precedent și de axa Ox. 
d) Sá se arate cá (xe?) = f(x), pentru orice x 7-06, 
Cum se poate folosi această proprietate | penin d studia 
c) Fie PU = ar + pa? Yoox + d un. polinom cu ceefi |. variația functiei fe) pe semiaxa (0, oo)? ` 
.clenfii a, b, c, d. numere reale, în progresie aritmetică cu. | 
cgqw0.1n ipoteza cá rădăcinile 4, Ya, Xa ale polinomului io: a 
sint. ab, să se arate că: | | 20, Se consideră funotile: 


r /3 
EES? 
z V 


“(Facultatea de matematică) 


É | | | Lu MEE 
; RA de fe Xs) VOR == SE. | : oe : fíx) ==. arcsin VOD glx 3 => arctg 5 
a AE SE | al Institutul P dk mic) a) Sá se Gët te grafie funcției SC. 
47. Se consideră funefia: | | en b) Sá se deducá relaţiile: 
-dn 1 -4-2sin x n e Au 
(cra lat vd it arde 
fo) — e(x) SS i so) 


( Facultatea de matematică) 


"21, Se considerá functia: 


fx] = descr 4 in ixl+ E è ER cm 1 dx, 
(x 4 ye + EC X48 i 


a) Să se determinó primit dva. funchi iel 


) Sja se calculeze le ale ale funetiei f'(x) în 


€) Să se. calculeze aria triunghiului format de aceste ` 


(-Faculiatea. de matematică) 


H 


Sá se arate că “pentru orice n întreg, n ^? 21, avemi 


í fex) == ei + aa + du) unde an 5, sint funcții întregi 
de ^. Sá se stabilească relațiile; 


: anii = In + 4 Și bapi = a n" 
și. apoi să se calculeze djs b, in funcţie de n. 


e) Să se arate că oricare ar fi n Ji N, ecuaţia: | 
La apă + b, 
| EUA două rădăcini reale și distincte. 


bi Să se e repre ezinte- grafic funcția, 
c) Să s e calculeze integrala definită: 


Ie Ş T * 2) In x: ge dk: 
1 


22, Se consideră funcția 


Se ceret . ) 
<i) mulţimea de derivabilitate a functiel. 
di) intervalele pe care f'(x) pástreazá un semn constant. 
111) graficul funcției: 


23. Se consideră expresiile: 


j go 
iasg c pow 


a) Sá se rezolve sistemul format de ecuaţiile: 


y = fix) zz 
b). ge se traseze graficul « celor două funcţii pe un acelaș 
sistem cartezian. | 
ch Dacă se notează cu 4 si B. interseciiile ácestor grafice 
cu dreapta 2% + 2y — 3 = 0, sá se calculeze aria porțiunii 
de plan, cuprinsă între arcele A, OB ale graficelor și . 
dreapta AB. 


24. Fie funcția f definită pe R prin relatia 
| f(x) = (2x — 32). i e 


a) Să se traseze graficul funcției. | 
„b) Sá se găsească soluția generală a ecuației diferențiale | 
y! — 2y! 4 y == 4e* şi sá se arate că (1) este o soluție parti- 
d ai a acestei ecuații. Să se deducă apoi c că 4e* + Ay — y 
este o primitivá a funcției. f. 
c) Sá se calculeze aria S(s) limitată de graficul func- 

| tiei (1), axa Ox si dreptele de ecuaţii: x == H si X — a, unde 
a este un numár real negativ. Să se afle lim S(a). 


oh eO 


(Examen de finitivas ) 


25. Se ec şirul Gil = Vx, fi) = Yx4- Vs. 
fata) m Va + Va + Ya -+ x, ^» de funcții, cu f, : (a, eo) >R, 
pentru orice a pozitiv şi n natural. 


a) Să se arate că șirul (f )nen converge pe (0, eo) către. 
„o funcţie f :(0, oo) -> R, şi să se stabilească expresia f(x). 


b) Să se scrie explicit mulţimea numerelor x pentru care 
f(x) este un număr rațional. 


c) f are proprietatea luj Darboux pe [0, co)? 
d) Sá se studieze gi să se reprezinte grafic funcția 


i f :[0, oo) > R}. 


e), Să se determine coordonatele centrului de greutate E 
| plăcii omogene DEE de curbá, axa Ox gi dreptele x = 1, 
& — 2. 


ya 


l ( Examen definitivat) 
26. Se considerá functia: 


a) Sá se traseze graficul functiei. 
b) Să se calculeze aria cuprinsă întie curbă, axa Ox și 
dreptele. x = 0, x = 27. 


sin 
a) Sá se stabilească formula de recurenţă 


(n — 1) (I, — Ina) —2sin(n— 1)x, n > 8. 


27. Fié I, = | RAT ig 


d) Fie f? bet? derivata de ordinul 4 a functiel Fa. 


580 


WE 


sa) CS se TOT aria trapezului . curbilinii delimitat 
arcul de curbă (C), asimptota xis si dreptele x — 3, 


eB Să se arate că dacă “a este impar, E 


m a s= 5 
2 sin sin ds iud ` 
l dax -=s 31. Fie functia: yt X) == (E pe”. i | 
d iN E Rd ie Se e AAT a) Fie funcția z = xe". Să se “calculeze: lim zial, Sá se. 
Sá se arate că dacă s este pari ` Se d Hu | £o 
| uu m —— | deducá lim ich : 
iniy QUE +41 [d TU 
sin "5 qy [ied acci si l. - b) Să se afle lim at 
Md ; S feed | 
0007 (Examen definitivat) €) Sá se construiască, curba € asociată funcției y(x). 
d) Să se calculeze y” și y% Să se atate cái 


a5. Se consideră, funcţia JEE >R 
Di. 


d 
ft) = = aresin x Ss , unde E este domeniul de definiţie, : 


a) Sá se reprezinte grafic funcția, 
E Să se. arate, că ET pa: este o soluție a ecu Sie ei difes ` 


pdt, 


9 = (Mix m T. 


e) Sá se calctileze Viiz), când Y (x) i ES Ne" , q este 
„parametru real. 

f) Sá se afle o primitivă a lui Y. Să se afle aria SU) a 
porțiunii de plan mărginite de C, X Ox, x zl, rz? 


us y de 
sá se calculeze lim Sl): ” 


d Să se —: expresia, primitive funcției Í cara 


Ki 


«e | NE cn 
pentra T ze are valoarea jc - 32. Se dă sistemul: 


a ES 


d) Să se scrie integrala generală a ecuaţiei inițiale, 
ld Se consideră T R- >R definită. prin: 
taar 
x LE 
f = ala + 


unde té | reprezintá partea intreagá a lui x. 
și sá se traseze graficul funcției. ` 


: | se acis e sist Ens si sá se determine valorile paras 
. metrului À, pentru care sistemul admite o solutie unică, 

b) Să se determine soluțiile x(2), y Y (2), z(A) ale sistemului 

e ee valorilor lui À, deter rminate mai sus. ' 

. c) Să se stüdieze variaţia funcției P ATX) le 

„este determinantul sistemului si să se repre 


Sá se st tudieze 


(Examen dofini tivat} 


30, Se consideră funcţia af: E — R definită prin: 


LE CA 
i 


fe = CECR 


i 
vie 


MEA ue fn E 


2 e E SZ 

ye AX o A E a 8 Ve 

33, Fie funcţia f(x) == - Dal d ză o, e D. 
x l : 

. a) Să se determine a, B as stfel i incit f(x) să aibă un ext 

în punctul M(0, .1). | 

b) Sá se reprezinte grafic func cHa y «f'(x), cu a si B 

determinaţi mai sus, ~o, | 3 


) Sá se traseze n (C ) al functiel. 
SÉ : d existá o functie Fl X) KE format 


d) Sá se serie ecuaţia tangentei la graficul funcției i 

actul de abscisá x = 1 si sá se arate că aceastá tangentă 
rece printr-un punct fix P, cînd p este variabil. en 

e) Sá se traseze graficul funcţiei f(x, p) şi sá se calculeze 
in functie de » aria suprafetei delimitate de graficul funcţiei, 
axa Ox gi dreptele x = 1, x = m > 1. Să se determine m 


/.. €) Sáse determine volumul corpului obținut prin rotirea - 
în jurul axei Ox a arcului de curbă corespunzător funcției 


gi) = y(x) — 1, e cl il 
| | (1 nstitutul Politehnic) 


astfel ca aria obţinută să fie egală cu f » In m — A unitáti 


34. Fie sirul (Un)nen, cu termenul general: 


Eo. 


| de arie. 


U (IPP A Y 
Eosdem E e 


cu x > 0 şi p un număr natural dat. 
a) Sá se calculeze lim U,. Fie f(x) — Dm U,. 
; "in , sm i 
. b) Să se arate că f(x) este o funcție continuă pe [0, oo), 
derivabilă pe (0, oo) N {fi} si că f'(1 — 0) și f'(1.-- 0) există 
si că nu depind de 5. E E 


. €) Sá se construiască graficele Co, Ca, C, ale funcției 
f(x), pentru p E (0; 1, 2). 


36. Se considerá functiile: 
f(x) =m (1 E VT 2) 
g(x) =In(x - Vt 4 a). 
definite pe multimea numerelor reale. 
a) Sá se studieze monotonia funcției y = f(x) si sá se 
precizeze care este cea mai micá valoare a ei. 
b) Sá se arate cá pentru orice x > 0 este verificatá relatia: 


x 3 en) /(=)] + g'(2) =0, 


d) Fie xy abscisa punctului de extrem al graficului Ca. 


Fie S, S, S, ariile portiunilor de plan márginite de Oxj 
de ez 0, y == XM si Co. Cy Cs: i 5 


Zi à d y » m ; 1 : = 
Să se arate că: Si+ Sa = So + nt c) Să se arate că polinomul (1 — x + x3) +L4 (14 x + 
+ a22m+1 este divizibil cu [e — 1]2, "o 


(1 nstitutul Politehnic) 


. 39 Se consideră funcția f(x, p) definită pe (0, oo) prin 
relația i 


3 cx 2 e TS SO H H 
d) Să se determine soluţiile din intervalul (0, 7) ale ecuas 
tiei trigonometrice: 


| 
f (tg a) = g(ctg a) — = ln 3, 


f p= 2-22, 
P4 x 


CG P o e) Sá se arate cá g(x) < x, pentru orice x — 0 
a) Sá se calculeze, în funcție de f, valoarea x, a lui x, | M» l | 
care anulează derivata întîi a funcției f(x, Al si valoarea E 
corespunzătoare a funcţiei f(x, $) adică y, = f(x», $). 

b) La fiecare valoare a lui $ corespunde un punct 
My(x», yp). Sá se determine locul geometric al. puncte- 


D 


lor M, şi sá. se construiască graficul sáu. 


37. Fie g(x) = In (1 + sin? x). 

a) Sá se studieze domeniul de definiție al funcției g si 
derivatei £g. Să se traseze graficul funcției e. | 
b) Să se calculeze integrala definită; 


od Să se calculeze S(5) = 2, Yw (adică suma ordonatelor 3 u 
a AS ` > sin 2x T 
punctelor My) si um S(p). Si : eges d Y E d y 


584 Eu 


41. Să se demonstreze că pentru i «a « 6 
a I | CĂ : à Es d s 


avem 


De Sp eg da —— E — E. 
in x "Bil 
"t zéi E v 42 Fie funcţia f() = fa]: sin ex, e € R, lar [x] repres 
de selajiai e See ginti partea întreagă a lui x. | 


UN = d etf) E a) .Sá se reprezinte grafic functia. 
da... b) Dacă pentru ‘orice număr natur abd notăm eum 
se studi eze derivabilitatea func valoarea minimă. a functiei f(x), pe. intervalul LA k+ d 
de d 
se studieze existenţa, der 


"să se calculeze: lim 5 d os 
Sen unde b este un pa: rametru qe 


qi 
| Zei “Fie F: [L 00) ^ 0, eo) o fur nctie descrescătoare 'si unde . S, = 
continua. Se consideră: ES 1t axo) > Y dată d | | | 


* 


Pla) = y fah -ü b CC cy Sá sesst dione convergență șirului a, = 
" ji ; 


unde X x 0. E 


au Să se arate că dacă există lim P) si este finită, atunc 


SE E ` 2 
ii IDO - 3 S í 2 
i 1 | H : 43. Fi E " f ur C tia: 5 TN reapare 
gh ul : i . l l ` ER 2 Ata 


dy = Le JO este convergent. a) Sá se determine această funcție astfel încât graficul 

AS x Ng să albi asimptote: e= 1, x = 1, x = 2. i 

b) Ale eid în mod conve nabil funci fsi talos nd rezui- ) Să 
tatul anterior, sá se arate cá sirul "- curba re rental ivá (€). | l 

1 E ag c A : c) Fie (T) curba de ecuație: y = k(x 1) (x +2), A 


En 7 a T 2a BEEN fiind o constantă: 


T zi 


ER 


ie ale curbelor MA 
Să se discute ace 
EN Să ees GE y ari f ique Ser Ud 1 Despre curbele 

! l — Să se arate că (C) si si 

i4 diferită. de 0. 

— Sk se construiască: (I) în această, ij 
— Se-cere ecuația tangentei comune în fiecare din punca 
e de contact.. | ; 

e) Fied= iz sá se calculeze: aria. ct 
Ox si curba (I5. 


40, Se consideră 


se studieze variația funcției şi si să se construiască, 


Să se formeze ec s absciselor punctelor de intera 


E 


44, Se consideră. funcţia: Lie e = + 54 EEN 
aj Sá se arate cà pentru orice + natural, expresia: 


äi As x--6 
jí ) = deseen 
nu este un număr natural . = ^. WR TUUS 


b) Sá se calculeze: 


in [A ZE 


wem 
ch Sá se studieze derivabilitatea funcției: 
t) =” | fü). perítru x < —2 ` l 
In? (1 4- f(x) pentru x > —2. 
d) Sá se calculeze pentru x > —2 derivata de ordinul » 


a funcţiei In f(x). 
e) Sá se studieze și să se reprezinte grafic fia gix). 


45. Se dá polinomul Pl (x) = ax — Dës — m), unde m 
este un numár real. 
82 SX sé calculeze integrala: 


i l 
y) = | i PG La 

ed | 0 

b) Sá se arate că funcţia y(m) are un minim. absolut 
egal cu un numár pozitiv a 

c) Sá se arate cá existà o valoare si una singură My a 

lui m, astfel încât yim) — m. 

d) Sà se calculeze mg cu două zecimale exacte. 

x?.-- 2x +1 


46. Fié funcţia: f s ———— y unde | a este un 
Ax*—2x-ra  - 


paramet ru real. 


a) Formafi douá clase de valori ale parametrului a, qure 


forma ramurilor infinite ale graficului funcfiei. - 
| b) Determinati- valorile lui x pentru care functia pre- 
zintă un maxim și un minim relativ. — 

c) Trasati cur bele particulare care corespund respectivi 
pentru a = 0; a =2; a — limita între, ier două clase. 
ub 2x b IP este 


d Pentru ce valoare a lui a, fractia 
2x*—2x--a 


ireductibilă? Trasaţi curba particulară” care EE 


valorii lui a. 


588 


4 


7. Se considerá f E : 


să le satisfacă 
admită două 


i) 3877 se determine condiţii le pe care Get 
wametri reali a si $ pentru ca functia. sá 


$ 


ii) Sá se calculeze: aria porfiünii din plan cu prinsă între 
graficul funcției, axa Ox si dreapta de ecuație x — —=—. 


(Academia militară) 


48, Se considerá f(x) adala A. : 

i) Sá se arate cá ck = PO) A lar Pia > > 0, de unde 
“se va deduce cá f(x) > Za > 0, pe oniru x > 0. 
" S | X^ |" 

Luind: g(x) == EI — (i ER E ES MES +. + am , sá Se 

H ..21 | a! | 


arate cá: g(0) = g'(0) = ... =gl(0), iar g”+D(x) — 0. de 
unde se va deduce: e ili di 


e > f. x 4 — db usse d pontum x 0, 


lar n este un număr oarecare natural; in particulari 
1 = 


m 
i. 


> | -2 e, oricare ar fi n natural. 


n! 


iii; Sá se arate, aplicind binomul lui Newton, cái 


197 1 1 111 3 
1 d- GE zu | pa S == [os ss Sa Eé 
| BEE tetra 


de unde sà se deduci lim ( -|- E Es H +... + =) = e, 


n o 


. E 1 17 
E Notind: ap = 1 EA nn cb —, sá se scrie 
"IA ai c 
in funcție de 4, Suma: ———— + ek : 
El WE Am D D 295 i $i i 
(n + 1)! (n + 2)! (20)! 


si să se determine limita ei, cînd n — oo? 
vi Să Se studieze si să se repara grafic funcția fila). 


588 


LIN 


ES A S in. Lë ad O ; d SS SE 
NN Luind a = —1 și p = 1, sá se traseze grafic ul funcţiei 


i di E se traseze g graficul fu 


iderá sistemul 1i 


„52, Se consideră funcţia 


] ma 2. E | 
b. t vof) = TED axdel" unde m, "cR. 
; sint parametri reali. dut MEM "o sek 2 
demin. „Valorile reale ale par ametrulul m. . s 
te solutia unică: Val, M) Ialt, m); X Sá se détermine valorile triber a; n; ast Hel încât 
x e =0 și x =2 să fie puncte de extrem relativ și $ si se: pres 


rezolve sistemul 


> natura acestor extreme. 
ii) Considerind funcția g(x) = | f(x) |, să ise corria 
continuitatea si derivabilitatea. —— e 

iii) Sá se traseze graficul funeției gl). 

v) Să se calculeze: volumul generat, de rotirea akeni 


tiei g(x) în jurul axei Ox și mărginit de dreptele x = —ă; 


7 
U J (1, j; pentru 
să Se traseze gri aficul 


EEGEN 
iH) Sá se calouleze valoarea aiel domeniului dolhrgini pit 
e graficul funcției f, axa Ox, 4 = —1, % = ="0, apoi vola 
Corpul obținut prin rotirea acestui domeniu în jurul axel 


absciseler. 


“(Institutul Politehnice) 


f T: nstitutul Politehnic) 


50, Se enisi fancjia jfi T = Da — Dun Y Lime 
— 1 080, unde m este un, par ametru real. 

i) Să se studieze, folosind.$ şirul lui Rolle, natura rădăcia 
nilor ecuaţiei f(x) = 0, când, paramo ds m este variabil, 
precizindu-se intervalul în care se află rădăcinile reale. 

ii) Să se determine parame etrul a, , astíél md Zo (2) = 0 
să admită o singură rădăcină reală cuprinsă păr ervalul(1, a. 
s d 1) 'Să se traseze graficul funcției. 

M Sá se calculeze volumul corpuli ui generat + 
grafic uldi func Gei în jurul axei Ox $i de elimitat de « 


funcția: f(x) = e 


EN 
a) 
S 

A 
gn 
B 
per 


i se studieze continuitatea si derivabilitatea funcției, 
> traseze graticul funcției, 
e discute numărul de rădăcini, ale ctun irit 


- R, 
ai limitat „de cur ba fo). 


de Rp 


AA 


PE wv : e 
xa Ox şi &reptele % == 0 


(Enstitutul Politehnic 


(Tasiitutul d Polite 
54, Sé consideră fun 


= ae M a e Tit 
Ha =s EE oq tA 


se studieze MN 
E (0, 1).. 


ET 


— e pentru a st. 


Geer 


SE 


de 


1) Sá se calculeze volumul PA dud ger rat E le 1 atire : J: Fe entr um d S să, USE determi ine valorile lui A si P, 


graficului in miu: axel By GC A tfel ca f sá admită extreme in punčtele 7 x= mligi yms 
l ES wi sá se-traseze grafic ul func tiei. 


55. Se consideră funcția f(x) = x Le M T D erer in planul zë mărginită de graficul funcției f. si 
& ecuatie Y 
7i Să se determine punctele ES inter secție. epa un i z CHE (Institutul Politehnic) 
cu prima bisectoare si să se arate că în ac c puncte T and. DOREM NECS 2 i 
 bisectoare a axelor. "este tangentă la graficul funcției, cu 58. Se consideră funcția: 
excepția unui punct care se va: „preciza, E e ) | | 
, H) da. se arate că. graficul rămîne de aceeași parte faţă, vof Paige us 
de prima bisectoare. | | 
m Sá se traseze graficul functiei f pe intervalul "0. 4x 
iv) Sá se calculeze volumul corpului mărginit de sup A 
. fata care rezultă prin rotirea grafic ului pe inter valul 40 2f(1) sin? x + E f'(1) sin* 2x — isa COU) sin? Ae, 
în jurul axei Oa... | Se be: 2 15 | 


i) Pentru a = 1 să se rezolve ecuaţia: 


56. Se consideră funcția | Ee îi) Fie matricile: i "E 


mine, TE 


unde a este un numár natural. 1 Se 
a . e : : MEE C =| 4 ; A= BC, 
i) Să se studieze semnul funcției f(x) după diferitele valori a d Ste X i 9 e E i 
ale luin. l 1 E I 0 0 1J- 
ii) Să se calculeze a astfel ca: , ! a E l 
pr dita | B Se noteazá cu det A determinantul matricei A. 
: Fie b cea mai mică rădăcină a ecuaţiei: 
| : det A — 0. 
sá existe i să De finită; să se E E in acest caz valoarea UON 2 | | 
acestei dE e A acest ca Puno iii) Sá se calculeze pentru a — —1 _ 
ii) Să se reprezinte grafic funcția f(x) iati n= 3, | "ad i 
Av) Sá se calculeze aria domeniului generat de graficul Pa " fe dx 
funcției și dreapta care trece prin punctele de inflexiune ale | NW ua 


graficului, 
iv) Sá se calculeze derivata matricei B, aplicînd definiția 
'unctiilor derivabile. 
| l v) Să se calculeze derivata determinantului asociat 
x + 2px d (a i ! matricei A, aplicind definiția (fără a calcula în prealabil 
= l : valoarea, determinantului). '- 
ums à y ( Academia militară) 
unde a, p, q sînt parametri reali. ; 59. Se considerá functia: 
ij Să se arate cá dacă graficul funcţiei f nu intersectează A el + 9) 
axa Ox, atunci f admite un maxim si un minim, oricare ar fi. f(x) e 
pl 1 
valoarca lut &. B en NC | i ld 


592 Se | $ "t | i 593 


(1 qstitutul Politehnic, 


-57. Se consideră funcția 


D 


"Hi Pentru al, B — — f q — 5, sá se determine aria. 


63. Se consideră funcția: 


cun ce epe emm 
e funciia. 


mA 
qe 


fiul. funcţiei, ) Să se “calculeze aria cuprinsă între graficul funcției, 
pentru dreptele mptota oblică y = x +1. şi dreptele de ecuaţie a = 


d 


i (Institital Polliehnic) 
$94. Se consideră functia: 
f(x) = arccos x + arccos (1 — 4) — arceos(— 2). 


- 8): tX. e)^ Y: E S T : 
SCENE dh LEN : 1) Să se studieze si sá se traseze graficul funcției. 
£A ii) Să se scrie ecuaţiile tangentelor la grafic in punctul 
4) Sáse det rminb.a şi b, astfel încît graficul ei să admită de abscisá x = 1 și în punctul de intersecție cu axa Ox 
-ca asimptotă dreapta de ecuație y = x + 10, iii) Să se calculeze aria cuprihsă între graficul funcției, 
25d) Pentr h, bo 6, sá sé reprezinte grafie funcţia, axa Ox și dreapta de ecuaţie x = 1, — 7c BU " 
E: i “acultatea de matematică) 


| 4x(1 — x?) 


; se edlculeze aria. cuprinsă între grafic, axa Ox $ ; 

drepiele de ecuaţie x = 2. Ds : i C EEN 

iC] | 65. Se consideră funcția f(x) == arcsin n "e "1 i 
sa mje A74 


(Institutul de construcții) 

e D Sá se reprezinte grafic funcția f(x). 

4i) Să se reprezinte grafic funcția P(x) = f»). 

a E a, y 2 i E " 8 E l . E l . | ` R (A BOX 

e determine valorile parametrului real p astfel ES 
i admită asimptota: y — zk) si sá se repres M : i y 1 IÍ 

c funcţia cu p astfel obtinut, Ts "m. . 66. Se consideră funcția: f(x) = In VNDE NECS arctg a 


Ki 


se determine p astfel ca funcţia să admită dou | At AE , "T 
MN ERA Pi a funcția să admită două; 4) Să se reprezinte grafic funcția f(«). S 


Lo 


aloare à lui pe dstá lim f(x). -< E ii) Să se calculeze aria cuprinsă între graficul fancţiei 


a —i 


ia cuprinsă între graficul funcției, (4.5.8) 
ele ge ecuații x = 2 şi: x 3; 


(Institutul Politelinto 


67. Se considerá polinoamele 


rezinte grafic funcția 


Ll pat do 6/7 HL 


a, b, m, n sint parametri reali. Se 


TOR 


aibă x= —1 rádicina dublă, 
-f Facultatea de matematică, i l 


Soen 


äre ene abre MEM" 2 a e Se, CET A T 
cuprinsă între abscisi $i dreptel i) Sá se determine a, d, sm, n, asticiin să, 


îi) Sá se siniplifice fractia P(x); o le es ey 

in) Dacă Afa} este forma Le simplifica te, A se stu 
dieze si sá se reprezinte grafic funcția fo) = Riz ).pe to 
domeniul de definiţie. d x 
să se arate că există în general patru, două, sau nici 
uri Pa pe graficul obtinut, astfel încît tangentele în aces 
puncte la grafic să fie paralele cu o direcţie dată. 


e Să se dis Ges uis valbrile Ai real E m 
] de rádácini reale ale ecuației: 


“independentă de a si b int 
rădăcinile: ecuației.” z : 
11) Sá se rezolv eec uatia (i 
in progresie geometrică, S 
ini), Fie y cea mai mare ratie obținută le pu nctul ii) pen- 
zul 4 # Dei ro] [D Lo 


we 


) știind că rădăcinile sale si 


iii) Să se calculeze volumul corpatul generat de dotes 
graficului în jurul axei Ox si mărginit de dreptele de E 
atie x —3 ṣi x—4. ^" 


i iru 


I E ia pr ik TH term al Drosrc ge trice 2 i ; 
care are pr imul terme n egal cu a si ii à y. 
71. Fiind dat Siet de ecuafii liniare: 


Sá se stabilească dacă «sirurile: 


S23 0 ux S TP 
Eb ȘI | 3 .au limite. 


iv) Fie g(x) primul-membru al ecuaţiei (E), pentru b = 1. 
Fie funcția; e 


zLakskuss äi, | . eut E 
mixa—Yy=—2+u=6 mER, | 
x+ my +z — ud E 

EE 


se cere: 
- 1) Sá se discute sistemul după valorile parametrului m. 
ji) Sá se rezolve sistemul pentru m = 3. ës 
DU Presupunind că x, e, xs, x4 sint solutiile sistemului 
scrise in mod crescátor, pentru m = 3, $ E se HEINE grafic 
functia: 


a) Sá se determine « condiția ca funcția f să admită exac 
douá puncte de extrem. 
b) Sá se reprezinte grafic functia f pentru a = 2, 
c) Să se determine aria suprafe tci delimitatá de graficu LGE ln US Ya) (x — 18) |, 
rare de la punctul b), a axa Ox si dreptele de ecuaţii x = | (a — — e (x— x)] 
ȘI x = | 


lv) Să se calculeze integrala: 
| "xx 
I == | —_ dx. 


x3 4 — Xa 


(Academia militar 

69. Se dă polinomul f(x) = x3 — 3x* 4 a, unde a es 
un parametru real. EE 
ij Sá se studieze natura rădăcinilor polinomului dz 
ii) Să se reprezinte grafic functia: 


glx) = - PFG x), pentru a E 


- l . ( Institutul Politehnic) 
72. Se dau funcțiile: | P 


f(x) = arctg yr! g(x} = arcsin x. 


596 597 


—m= 


* 


eterminind ml 4) din ec uatia dată, ca raport. de 


; unde Q(x) este de 


=S PG) t nt — 2) 


—' i Rea 


ines - Q(x) + FJ) 


ek A i. 
ux) | la) de, 
Ed 2e 24 o C de NI 
dus pea Ges kde ER Ge? A este" se determine parametrul rational en hi asa: del, 
parametru real ` De încât rădăcinile ecuației date să fie în puse geometicá. 


iii) Să'se traseze graficul funcției fla). 

iv) Să se determine volumul cor pului gene 
pi cului în jurul axei Ox şi limitat de drepi 
s= 3, 


EX oa Se dus. bonis si suprafata cor 
a rotație, ger rat de rotirea graficului 1 in jurul axei Ox 
E de asimptota oblică și dreptele x = 1 și x = 2. 


at de andae 
dle: xo 253 


74, Se consideră funcția 


BR Z — dea €— 14) 
76. Se considerá functia: | IQ" ni 
f) Ex — Si cos a lä -byr 

unde a și b sînt numere reale. | 

i) Presupunind d=0 şi pa, să s se traseze mo ul 


î) Sá se arc ie c că, 4 funcţia, lx) se poate scrie si sub forma funcţiei. | 
HR fa P 2 ge : P i Scrie si sub format B) Presup xuntnd: Sec eich. 
== A SIN (a e 


cu o. eroare mai mică decit 0,01 EE eg 
d m ous 3 : Aa" A pă 
0 constantă și e un arc situat în cadranul un cuprinsă între 3 și 4. 


fla) ii) Sá se determine ce valor: 
arate . C > oÑ putem Scrie: Tode —tg mxx--see am a pentru c ca fx) sá nu adm ită extreme 
E iv) Pres supt unind a == cc 0, să, se 


d A 
număr ned DE, e ut Ww fía f) =0 sá admită o singură ră 


- POP pn 
geed 2. o EEN: 
ev di pA Hea de SE 1 


-onsiderá polinomul 
Pla) = Al da 


Se studie, 


Cu 


fü) x Za — Au in äu o A 
s 3 Ed 


e 


Sä m darie ch o anikimatie de ol ¿dese O PE Due 
i EN a X e mate de 0,01 rádác: > Să se calculeze derivată determinantului asecial 
e a ue Qi -— icei M (fără a calcula si prealabil valoare determinan- 


1v) Să se calculeze aria cuprinsă între curbă, axa Ox 
dreptele de ecuaţie x —0 si xí ^ -— dct i). l : | 
PERS (Institutul de constructi 80. Sá se reprezinte grafic funcția: 


78. Se consideră funcţia: ` xodbxl1-32 


; z EE? we să se determine volumul corpului obţinut prin rotirea 
.1) Sá se reprezinte grafic funcţia pentru a = 5. aficului în jurul axei: Ox și delimitat de x — 4 şi x = 5. 
Y QA qa ps pete v Mc EIE D ze (Institutul Politehnic). 
ii) Sá se calculeze | /(x) dx pentru à — 1, PME S D RU 
ET. S vus M i | -81. Se consideră funcția: 
iii) Sá se determine intervalul căruia îi apart ; pas axcku 2 | | TE 
| actin: ee al carma îi aparține . pară a = A “unde a este un “parametru real. 
„metrul real a, Mm aga fel incit functia f(x) sá admitá in dad Je) x? LI ica PENA Toa 
erc puncte de extrem. os Ne Es i) Sá se determine a, astfel ca funcţia să aibă un extrem 
/ ind d. r reprezinte grafic familia de curbe y = f(x egal cu unitatea. 
E "E 2 eM P | Kee e .. ji) Sá se traseze graficul funcției pentru valoarea lui a. 
| Em (Institutul de construcții) | “determinată la punctuli) | — pav" IN pp: 
79. Se consideră funcția: f(x) = In (2 + x 42) 111) Sá se calculeze aria figurii formate de graficul functiei 
1) Să se arate cá pent -0 MA ann AT - f(x) si graficul g(x) — 5. E 
: pentru x > 0, avem îndeplinită inegali- l T T 
Baa e ME, OS i t (Institutul Politehnic) 
i d | E LIP € [—1, 0] 
82. Fie functia: f(x) — SERUUM RM m f 
| l i Vp tir +4, x€(0 1, 
-definită pe [— 1, 1], iar m, n, p parametri reali. 
i) Să se determine parametrii m, n; p, astfel încît pentru 


„îi) Să se calculeze lim fe) 
| 2000 876 Ina 


M EN pe iasă ee EE (x) —- 2s esch dată să poată fi aplicată teorema lui Rolle pe inter: 
| E E | | valul [—1, 1]. E 
rb | E ; EM - di) Sá se determine valorile intermediare C € (—1, D, 
I = j g(x) dx unde g(x) = Cal ? l date đe teorema lui Role. : 
a i "d 2x +8 y iii) Sá se traseze graficul funcţiei pentru m, n, p deter ' 


minati la punctul 1). l 
iv) Să se calculeze suprafața delimitată de graficul funca 


iar a Si b sint cea mai mică, respectiv cea mai mare 
ției, axa Ox gi dreptele x = —1, x = 


a ecuaţiei; 

DER | det M + 33 — x — 0, (Institutul Politehnic) 

unde M = A E B, 83. Se consideră funcția: 
E PNE 

Huy ld e LE | 

o praz 
I) Să se studieze continuitatea si derivabilitatea funcfiel, - 
îi) Să se traseze graficul funcţiei, | 


O> 


E ȘI 


E 
mut 
0 


Sá: se studieze variația $i $ să se traseze graficul fune 


b să se: e verifice dacă funcţiile sint integrabi 


le 
dd să. Se calculeze. aria, e domeniul de 
în ed axel ión: Si mär a P 


- 84, Sá. se - determine valoarea pa 


tr- e tà (Dis 
pentru care aria mărginită de ole 7 un "n SE cons E eră. o iine a ! 1 iu 


al ABC de latura a. Distanta. de la vir 
e capt (D) este b, cu b >a, iar unghiul dintre la 
erpendiculara pe dreapta (D) este notat cw s. 
e Să se determine ial unghiului x Geng 


epe ; P. SS si x Ace uq 

85. 5e considerá functia fx) E ur 

uM 41 

) Sá se det ermine parametrul a, astfel incit 1 funcţia 8 
admita un « : t 


a jurul dreptei (D) să fie eg ai cu V ma? 


Hat 


— pentru 


HG 


la Tw pr ai -€) Să se Fe CEE Bratie funcția fii) = 


via formată de Ed fu ctiej : und Së ei Si 4 ES o 


ptele de ecuație x = 1 şi y= 2, 3 
: (ASE. Îi , ` r 
d e TV X ae al a o / SC ( X, 
Se considera facta Alo) == hn a -- B sin Di d) Sá Ke calculeze A ţi f (3 ly 
„se t sal graficul funcției pe intervalul închis. e i 
"mine punctele gr aficului în care coeficientul 
diss i al tad enel este EN : SE SR E 
AA a 2 REZOLVÁRI SI RÁSPUNSURI 
i) Sá se traseze graficul funcţiei: l TR 
Flv) = Ef EI şi sá se calculeze aria, domeniului märg 1. a) Coeficientul unghiular al dreptei AM estet 
de acest grafic' și de dreptele: X m0,y- 0s x SE | L g^ 65 
fon | Séi De ^ iac» Ze 
| e E ; : 251 I PM M y DĂ AAA A: GE E nd Di 
87. Fie funcjillesa o Eu XA T NT E i 
DAS LO, 3] > R definită prin: fi (x) = E 
| | 2x — [x M . Of —rt1-42 
FE b) Fie m(2).= — 3 


5 
4) Domeniul de definiție: ¿E RW 107. zi „3 | 
di) Funcţia este fără paritate, deci” graficul functiel mu 
are proprietăți de- simetrie. Ba 
in) Intersectia cu axele: m = 0 = fpo E È} £209 
ibiL.' | l 


D. Jo A = R definită prin: fala) — [x "Je, 
ii) d :[0, 1 ^R definită prin: f(x) == [25x] + In (x M 


iv) fa :[0,75] is >R t definită gems n= acri 
; | e CES F E 
4. t0, boy = R definită prin: f(x) 


: GE 
peniru 2 E AL 


t=0 (vertical), m = 


b) Sá se determine valoarca maximá a parametrului Y, 


Ain 3x + sin 5x) + 4 - Gin 5x +'sin 7x) 
€———— d EE SS 


v) Studiul primei deriv ate: 
: sin 3» + sin 5x 


d da 


vay ut uum D 
si) ES ml) 014 


H 


2 sin pa COS X 


lim m'(t) = tee; Hid m TÉL 00, 

1-30 ES . 

De i6 , 
deci in +=0 graficul admite uà punct e întoarcere, - 
vi) Tabloul de var iație: — 


. 2 c0s x (sin 4X cos 6x) . 


ORE ta 


4 sin 2x COS 2% COS x 


4 cos?x «sin 5x 


EH 


78 cos? x sin x (2 cos? x — 1) 


Dezvoltind: sin 5x = A Sin x — 20 sin? x + 16 sin* x, ob- 
nem: 


y 16 costa — 12 cos? x + 1 
fe) um —M—M—MM——— $ 


4.cos? x —2 


Inlocuind: ¿= 4 cos? x, obtinem: 
| —353 24-1 
D = ==, 
Ft) TET M 
b) i) Domeniul de definiţie: £ € (0, 4N {2} 


ii) Functie fárá paritate.. 


| i Fig. XILI | iii) Intersecţia, cu axele: / = 0 = f(0) = — 7! 
Ser Fie coordonatele lui C(a, 0). Atunci norma euclidian | | 
este; i l : 
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iv) Asimptote: ¿ = 2 (verticală), qe i— A (oblică). 
v) Studiul primei derivate: 
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Pentru ca membrul doi sá fie o expresie inde 2 
de d trebuie ca coeficienţii termenilor ide Sean p E 
fie proportionali, deci: 


vi) Studiul derivatei a doua: 
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: Studiul primei derivatet 
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Av) Tabloul de variaţie 


SEN i 


Vezi graficul XIL2, 


A, i e v) Reprezentám pe un acelasi sistem cartezian graficele 
| " | celor două funcţii: (vezi graficul XII.3), 
| 
: * A E 
n EAT ii z 0T 
" ms 


E 
pam io & e în di Ea ls di dp 


Fig. XII. 
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Deci rádácinile ecuatiei f(x) — O sînt. abscisele 
de intersectie ale celor douá grafice, deci: 


D ^ ] a Te 
„Ti, Mx E 2%, 9x + 


f4. 1--cos2x . ^ 1 14 tg? x 


Lead d d uc E 


* 


b) Pentru a restringe inter 


c) Pie x, x, rădăcinile ecuației f(x) — 0, dtu 


| intervalele E le + z] $i [7 T ; ui 


zë 


loul de variaţie: 


p" 


Ge, x11 C (2m, 3x], f(x) inde -plineste condițiile teorem 
Rolle; deci există ce el puţin un punct e în care f'(c) 


2 1 
=f (4) = cos ee lar fie) = DT 
Ls 1 

(e + 19 


Conform teoremei lui Rolle, această xs admi 
rădăcină reală în intervalul (2m, 37]. SES 
4, i) Pentru p=3, q—1 = fla) = x3 — Ax + 
& € R, E 
F()= 4 — 34% = Ax — 34). 
Ps. = 123? — 64x = 6x(2x — A). 


" A Fig. XIL. 4 
fomes e, lg = Le 
2 iii) Aplicám teorema. lab: Rolle funcţiei: fl) = PH — 
Pent A y | C AN! Hb A =0; fla) = (pr pape — Aba? — 0, 
entru ca tangenta la grafic 1 in Ae == = să facă cu 9 deci f(x) = 0 > %, =0 (dacă p>1) " 
unghiul de 135%, trebuie cá: cd > 
i X, = |f, deoarece q este im și A 0. 
Pt = i Pa da aq pa. E. | GM Los id 
ij) CH Fa Eu de 10 SR Formàm sirul lui Rolles 8 | ZU f 
f(x) = x — 2x? +2 x c R. (09) SE JO BERND | (+00) j 
F. = 0; x* — 2x3 4-2 = 0. Cercetăm cu ajutorul teo + "ied C QUEEN o 
mei lui Rolle dacă ecuația admite rădăcini reale: A 2 i 
fin) = 4x8 — 622, de ca [22 aţa) +4, 
Ja) = 1232 — 12x. . Ptg p 
^ 8 ecuația admite două rădăcini reale, dacă C < 0. 
f) = 0 = ua = 9, Xg = —— e f E a p. 
| S | S(_p ji [b | 
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Teste de analiză matematică S 


Hare" » 1 f'(x) m 0x ES 20, 


„de perioadă. 2x, de E | | 
*n => T E l | RES zB l bon, dto 27 
ki? qu. : sin Š 4 cos Z4 0 jr eos pem e ën GER | 
Hi) Domeniul de definiţie: | — , : ME 


3 bh 
! Domentul de definiție 11 vont Fo ge 1a intervalul ENS CE A 
peri ada + deci x = Ela 2x] Mass : 1 | 
fH) Asimptote; ` ` : i V | 
EIS ig. GO Sa i l 


TR d ur "Ta. viii) Trasarea dei de grafic extins pe toată dreapta 


ală: (vezi grada  XIL5b). 


dv) Studiul primei T 
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A ái dl ; 
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b) Domeniul de definiție: - 


"1 A+ sin * 0 


1 — sin x 


1 sin 
bts. 


ze. 
1-—sinx. 


c) Folosim substitutia: 
| l- sng ^. 
pot sao 
tsin x. 


Ecuația inițială se poate scrie: 


“Pentru na=0=>4=1=> 


sin 
| -— sin x 


d) Din punctul precedent rezultă că: 


IT Lanz", LL sin x 
1 Rv >0 E EE 
| — sin x | — sin x 


deoarece baza logaritmului este supraunitará, 


ghe = Vina =ina—4ma=0= 


Ina Ee sau li a = 0. 
Pentru In 4 = Lu => aq = ef, deci 
14 sin x „et d ef og 
| its. x = et > sin — m 
t = sin x. : eil e pups 


EE (y arcsin (th 2) F kr! ke ZI. 


== 1 =æ sin x = 0 => Ah = hr, 


deci x € (im |REZIU {(—1)" arcsin (th 2) + ka] be Z} 


Trebuie sá avem. Ina —4]1na < <0 deci, 
în a (in a — 4) <0 30 < Ina <4 = 
O< LES. TS <et, i 
—sinx : 


A+sinx_ 
— 3 


| — sinx 

s > > sing <= ^is 
j| ising es 
Linz a T 
1—sinx 


: uc 
Ae X € LE 3 => zl U 


. e 
u ks — arcsin = 
ch 


et tm t + etis: RE A 


e i unde în calcule 


8. | a) f(x) = 


Ox ; In (42 — x — 2) 
: Së ) Jogyb ` 
s-a folosit formula loggað = ; 
log, a 
; 9 — ST 0 
b) IRL NE —1)U Q, DN 12 VB) 
| —xX—951 | 
zth2 c) SR pe domeniul de definiţie 9 — 3? — 0 = fa) > 0, 
dach ln 9 La in (42 — x — 2) >03 n(9—4%)>0= 


—9—342»12xc(-5]8, 2/2) In (9 — 4%) <0 = 
poss etus 8, —2V aveva, 2,8); în (1-1-0)>0> 


în (4 — 1—2<0=>1€ (= e LB ou ] U [ ix 3) 


—— 


y =1n 4, asimptotă orizontală. 
Tabloul de variatie: 


head. See onioni. pe domeniul. de definiție, fiind 
- formată dintr-o compunere de funcții elementare. În punchi 


Cg em 9, suspe este er oie deoarece: | Es 
: E e Ta punctul 


> H e i 1 : 
-ht M - $ dn vi a "n sl == lo i maxim, 
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H 
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" H 
Kitenge 
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ud de da darsi jae e 


; ` l Ín punctele; y == —2, g zs. me om um z „graficul admite 
1 V3 Funcfía este de rivabilă pe restricții, fiind funcţii | 9? d 
mentare, deci derivabilítatea. o vom studia în g= Kë puncte de întoarcere (vezi gr aficul Xil A 


ài | ia E dr ==? (ns — 1) dx e ; pl) Zen un unui detaliu al graficului; (vezi graficul 5 
i f BI i : a à E D | : : | | 


pă 


SCH 


2 | ln (x us = (24 — 1) (2r — 1) — 2x — 


Hb ep ger ag gp, 


a 


£ ur M 
— [eis € aat 2 — p sz] —7in7-51n5 A 


e 
E? 


— 12 Iu 6 4- 10 In 5. 


.8. i) Domeniul de definiție: 


Ca me Ve up op gn ot f eq 
Ka 


Stee ap mi zë om ep, e 


1 + cos x #0 CR Ge Lei, Fig. XIL8 a P a 
d —cosx 40 A i 
ADA Tot fa + 1) > T = xz, deci Geste este peri viii) Trasarea graficului pe toată axa reală: (vezi gras j 
dică, € foro 2x. Conform domeniului de definitie stabi ficut XII. 8b). ( 8 E 
pe toată axa reală, som studia variaţia funcţiei pentru / 
- «ELO, ZN (0, m, Žr}: "ti W^ he 
. ^ iH) Asimptote: x = 0, x =x, x = 2m, verticale. NE ME 
iv) Studiul primei derivate: A t 
POR 3 
ma —2 sin x r CA? 
l X ZC M ` 4 5 f 
TE d E Fe 1 — cos? x T E uw d 
în "T X = T, graficul admite un punct de intoarcerei y d n 
y $ i $ 
lim f'(x) = —oo; tim ee +00. i i i 
lim f'(x d BJ Eig. Suen | 
xm se 
TT tas In l i Um l 
atei. uat ' | 
vi Studiul — a do ato | | Se observă că funcția este pará:. f(x) = f(—x), decl 
ROBAR uy xo Br rafic ul este simetric fată de ordófiatá. NL 
Fo-t rese ZI; | i 
sin* x ha 3 
- OPER b) Cum: x € z, FO da |1 + cos x 2 AS 
vi) Tabloul de variație: 4 2 l1 — cos x loi 
: e i 
ss | sin x in Roe s X a 
noo. | — cos x 
B &- s 
f. 
A €08X,  * ny 
` = — | 1n à. 6 (cossy dr 
M An decosx ^ 
4 uii 


grat cul este simetric, faj a kee 


Wi originea ? 
iii) Asimptote: x = + |3, verticale; y — 2x, oblicá, 
45) Studiul prin E? 


valer 


c or 48 moo n IER d scriet 
e eee 9 | 


uf ^ta poop tcn ——Á «CÓ 
ES 


Pentru a doua limită; 
dacă a—1 im e Dd 1) + i = 07 
i fico ell 4) E 
; ES 4^ ES ` 
dacă a = cop ns => hn AE ala. AE l = 4-oo, 
no nía + 2) -— l : 


e 


22 —2, as - SE lim MIL Di , a —1 


[3 rădăcini reale, una dublă "Uc "xw W(a--2)—1.a +8, 


i ie a-l. i 
b) f(a) = anr : 5 i | | | 
D Domeniul de definiție: 4 € RN (2, ot. T * di 
îi) Asimptote: a = —2 si FEY (verticale). i | / 
2; E : y= 1 (orizontală). ` . d 
| à dd reste distincte iii) Studiul primei derivate: MET | ` E 


| 3 rădăcini reale, una dublă 


iv) Tabloul de variație: 


o rădăcină reală 


E rădăcini reale, una dublă ` 


10. a) lim u, = Tim me ar. lim zi 1 Gei T + 


m d» Ha + 2) — 1 "aice 


| " 1 
pentru ca up sá existe, trebuie ca a #0, a * — m, 


: Duende nc 
“Deci: dim ([ + =) | Ex e”, 
: ECH 2 2 


Fig. XIL.10 


îi) Studiul primei 
i = a 


Tx 
SES 
geg ^ 0: limf (x) == o. 
A xq») 
Ge? 


ii) Studis] derivatei a doua 


i 6 al 


f (a) = z= 0 => X ens erh 


dy). “Tabloul de variatie e; 


gt 


y 


» Seititanéedta in origine 
rios f tangenta | la. grafic 
bisectoare. : 


Punctele 20 


T 


3) A = da In x dx = LZ 


unde integrala a 


c) E (L kh max >o A, 


cim fit petii o În fai og. 


D 


-1 3 substituiud 
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d) Coordonatele punctului de extrem str 


Elim intnd pas 


obtinem: 
; i | 
p. 
ele in PL ye 
& ee 


v 


fiind partea graficului fui unc 


Ges -de punc ctul de minim 


å TEM EC Lo 
A, = la x du ze iech la E — x (pati — 1 | 
i I vi D va e 
` : Kë Lo + Dë 


"E 
pad 


gen 


12. a) Domeniul de definiție: - iv) Tabloul de variaţie: ` . 


vos ER, DM EL - se 2/2 1-y 3 2 14/8 23V 4400 
la — b) (3$ — 2x 148%) pu on Qu UA oe oor ou 


Ze qua" 


(x) A » -+00 —oo A 4 y —ocol-FooN $7 4 


Vezi graficul XII.12, 


EET 


„Dacă: yit a 0 1— a5 —0 și bs rl. 
b) Ecuatia tangentei este: 


^ n: + m(x — x), 


TVOUeeuseneietoshesma phage ded 


AA, E pei 


unde ` 


Fig. XILÍ2. 


La) 10 , 
por 

Xa =0, Yo =.f(0) == —1, , 
2(a — b) zum 1— ¿2 
1 — ab =0. 
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13. i) Domeniul de definiție: x € RN íkz| he ZI. 
- di) Funcţia nu este periodică. Totuşi o vom reprezenta 
pe (0, 27), urmînd să construim graficul pe toată axa reală, 


ii) lim f(x) = +0, lim f(s) = —eo 


$ 


Pentru 9? < 1, condiția devine: | 


. EB <LI 
ME RE Aa — b) =5*-— 1 lim f(x) = +00, lim f(x) =.—oo 
Pentru b? > 1, condiţia devine: !. S i Ge? Ax) Es ue i ( ) Beer | 
| : 41 — db =0, xm "m 


iv) Intersecţia cu axele carteziene: 

f(x) — 0 = 4x + ctg x = 03 ecuaţie de tip transcendent, 
le cărei soluții se determină numai prin metodă graficá; 
a(x) = 4x3 b(x) = —ctg x. A 

v) Asimptote: x = 0, x - m, x = Ly, verticale, 

vi) Studiul primei derivate: | 


SEH EE AA 
d E 2, de 8, atunci f(x) as» 


1) Domeniul de definiție: x € Ric 2y 21. 
11) Asimptote: x = -4-2]/2 (verticale); y= 1 (orizor 
tali). ! | E: 
ii) Studiul primei derivates " ` 
| y 04? — 12x + 16 
d (x) A T EE T 
l UO (e 8) 


f0)=0>:%=B Sei c 


(Or 00 in se 2 ese 


sin? y? 


El 


——M——— I" 


fd ¿0 ERES vr | 7 e EE 0 MN | zi VA e oda Ju f'ü)- A Fo. L 


EE DEE EOS , (x? — ' UT 


ix) Trasarea graf ului: (vezi graficul X11.13a) dy) Tablourile de variaţie: 


"aen x 


d Ee Bag 


v) Se observă că pe (1 oo), f(x) or adică 

y Vaie, CESEN ci N EE 
afic cul fonetici f dominá graficul pad E (vezi SCH 
14 


Fig. XH. Ee 


x) Graficul funcio ex «tins pe toată 
graficul XII. 13b). 


Fig. XII.14 


b) Cum M € (C) = Mía, f), : adică 
M (a, aV a - = 14 ca d 1, 

Cum Mic (C) 991 M, Kiel 1). Din condiție, 

Aria IOPMO 01 — Aria T EA, e 


| => 


A = (22? + In [sin riit = 


ABS A YET 


pH No IMPR À du. cm 


admite soluția >° Ys Sur E 


soluție pentru rol o - x EE a = ET de > —*-di=41m2, deci 1 independentă de b. 


S 9s 
ANA 1) = ae — dÉ Did e: He 
A da o MN SÉ age abigo CAE ina ES 
GR Meus 2j d ORE As js b 4 da tg? E UP + Regua 


> singh? còs p — 1) "m + 2 cos ș == T) 
snp=0=>p€ HERE A 


-F nbn șirul lui Rolle: 


amoto see fetmine z]- 


6 lin julas Ed Let, 


„Pentru. qx; A ) = Ru de d Lg <0, deci admite o singură 
rádáciná reală, 2 16, a) i) Domeniul de définifie: x € RNIOJ. 


) FU) m gt D 0, f(x) > ela entru x > 1, deci raf Se / 
| SC m ind pu zs d A 9. : : Considerám codomeniul E z i 3) pe care trasám un 


detaliu. de grafic, apoi extindem ial qe toată ordonata 


Aria bim: As m NITE dx is 
sem si anume pentru y e + Am, — zt (k d Geh Zei 


ap pe Pad eo e 1) e te 3 " Asimptüte: yum o, ge KÉ 
EE qe es 2. | 3 E lim arctg ^ = — 5 lim arctg E - m. 
Aria [AP ex ys | dE Ud E 
CH AS QUU : : : «<0, A x>0 
Aria A PM = 2- Aria | APM]. uu . M) Studiul primei derivate: 


0 pentru x —0 
lim f(x) z—1 lim f” (x) = = Í, 


ae) 


x>0 -i ër 


ly) Studiul derivatei a douar- 


Deci abscisa C a punctului de inflexiune, este 


; 7% HA = AAA ntru. ERN 10 
c VS și 4 431 w=% go oo Fesi aee PTT: YERNI 
y D do uu 0. pentru D 


deducem : 


PON xi e ar 
x) ES Helle ce 


ra cazut particular E sq vom obtine valoarea i 


Y. E i) Domeniul de definiție: 


EE -E tim Z4 Us REZ 
ij) Funcția este periodică, de perioadă 2x, deci gr aficul 
îl vom trasa: ci 0, i n domeniul de definiție, deci x € 


X1L16 
: b) A | 3 atctg — * — dă -Viest GEM o E, [> 


S e Zut oy E 


rinde: integrala s-a reziliat prin părţi, = 
ch Folosim zeit = od ; 


íi) As 


„ verticale, 

e 

Aa + XX $] XQ. ES 
i 


Xa as NAT ges a 


ly) $ 


MN: ACT Sm 
tg (/ (x) + -fixa +f (53) = e[- 3) 


 Dezvoltiad tangenta tg (a + b 3-6) M tela + (6-F al 


grt te Ba cem TETE EE si De cont că v) Studial derivate ei a douar 


E "UE rr ig T + tg bigc-rtg € tg. * 
2 sin x d. 4 en 
(t 15 2 sin a 


E i : Ss A l E 
arctg — mni => e [T ^» cr e 
i ET Xp 


. vi) Tabloul de variației di) Asimptote: y = 1, orizontală, 
: i iv) Studiul Pu derivate: 
Am t ntru LA 
is | * 7 | pentru 3 ET ] 
f= p rbe. 
E | entru x € R =1 1 
pos | 241 P RNI ] 
vii) Trasarea detaliului de grafic: free graficul X11,17 ei (324-1 — d 3 + Ti SES, 
l A : USE &K»-i * Pe sq 
lim Ax ; lim d 
zi T T) "Tea Gp T on 
„deci în Sg xedgxc- - 1, graficul funcției admite Il 
puncte unghiulare. SE | ll 
vi Studiul derivatei a douar ` | | H 
Fa WT) : "HR | mE 
Fig. XIL17 a fü) Ei (14 x2)? petita 1 ELL, 1]. m 3 | 
X) me l : 1 
viii) Trasarca graficului pe toată axa reală: (vezi grafic | qc. Ba “pentru x € RN[—41,. 11. EE | 
KI b). Abg ws dis n SES i ie | 
vi) Tabloul de variației ` S | 


| Fig. KIL17 b. 


18, 1) Domeniul de definitie: E R. | 
11) Explicitarea funcției: 


Lea 
EE 


rad 


iii eri oare 


x? 


pentru x E [>L fj - 


uh eme SE abe Spo a a ub S atia cm 


fe) = 


eras mdp Pup fa ei e QA 


pentru vERNI=1, 1}. NE p nes 


ar | "E 


Fig. X11.18 


= f æ -—1; Ma = ] 


e) Titi. format de cele două ae si f= 
este dreptunghic isoscel, cu Ax ds egalá cu i, deci 


H 


AL Meca e 


E a). hn. es An 
nin. domm X. Bh > 


$n M TE 


b) i) Domeniul de defimitie: 4 
8) Intersecţia cu axele cariesienc 


wei 


udiul primei derivate; 


Uu. 


To 


În intervalul considerat ai 


îi 


cul 


Integrala s-a Zeg prin p 
-2 ținut seama de ] 


d) Pentru x 


E 
de 
d 


vi) Trasarea eraficulid “funcţiei: (veză 
fig. XII, 19 a). 


7 


E 


E een sl, 
4 


i, după ce fn prealabil 
EI 
E 


E 
T 
i 


liniaritate; 
> 0, avem: 


J(e*x) = co 


= cos (n ln x + 2z) 4 


T ln(e? x H Es sin Se In (e 23) — lom 


fx -f- 270) = Í 


graficul . dia 


fime: 3 


mE f(x), ; 
6 35 e 


* +. 


deci mai general, ia da Sau zm Lo l Fuki nu este deriv abilă in x l, punct in care 
Wed aficul admite un punct ung jhiular: E 
f) fo E ^e Z sr 


| HN UE -1 pos ÓN 
- Pe intervalul: [e?* E "s iud lae redimi M C. 
ă ] avemi .. aui i xà EE P 
Dal = : f(x $ e), zeu, es. E e | SG i 
Iv) Studiul derivatei a doua: 


de unde rezultă. că pe intervalul [e2 bie) graficul fun 
se obține din graficul lui f pe [1, e etim ps 


& ck e Xj 4 €, eee due A SÉ o= 
fü) fe) f) Rex ^ | 


Em. E pus ge e 00) este eer în fig 


—9x 
- x) 


vx pentru E E (—oo, —1). 


sz Seen vet-L 00) 


Y») Tabloul de variației 


re SII. 19 b 
AA. L Domeniul de alis 


vi) Vezi eraticul X11.20. 
vii) Tinind cont de intervalele de bijectivitate ale functlel 
arcsin, graficul complet se va trasa purtind sablonul dia 
fig. XII.20 pe toată axa o» E 


us YN — RI 11 ER 


m Asftiptaté: y = SCH , pentru x > —co. 


a 


As ERR SE X - +00, 


fii) St adul primei derivate] 


Pt) E : 1 A ded . gd 
js dM EES EEN [x 4-1] IE 


Fig. MIL20 


bj 1) Pe (—oo, —1), GE 


1 
ppp Prima et e) 


da aen m y Do m eat cem ^ 
i t E | uj Y A T EA 
1 + y2 pen mse gel SI go arctg Xe 
A 637: 


>0, 
mo: 5 Domeniul de definiție: CR: 3 ot 
41) Asimptote: x = —2, x = 0, veli s 


: E NE m) Spadin pr imei. derivate! 
ei a tea, tgz 


ee (COT 4 H LA 1 


xis SOSA CE i ZW x H ee 1 bx i e sien gj 
AITINN Goz fi z 12 EULUM 
OE A i 4 NM E 


“ecuație de tip transcendent, ale cărei. soliti ie Actes " 
= în ! 4 — at 


prin: intersecția raficelor: no & |: şi al = Er PL 
| vec Mat 
(e graficul din fig. XII. 21 e, 


diy] Pe PE. a fanc? iile au. aceeași: derivată, deci 
printr-o. constantă, 

" i a — 1 

sin y um 1/3 eum 


Zë A 


Dici: zc 


Een EE 


“sin ze 
Ce V "Y" ED T yer 


e— Ó Dä 


sau sin. y m —c08 


4 


1 Tabloul, ide va 


Bg 
a dc 
£o 

Lr ead 
fede 
CH 
Zap 


a EE EES 


1 e | 
excl EES SS >= c8 
A xt - 


dodo g(x) si eu (x) fiind funcții pare, au graficele 
tá de ordonată. | : 
Reptezent ám pe un același sistem cartezian cele două, 
2 TIENDEN erafice: 

c cod. PUZ x. z E 
Be ) (x t2): in E ife) = (x —2)in? x (ved graficul din fig. X11.22a) 


' m 
Ts Ve voe. 
eg $ | 
unde integrala s-a efectuat prin părți. ` E i | TA 


i as 
Tu 3 — 
VE 


29. i) Construim funcţia 


Fig. XIt.22a 


Din graficul funcției putem deducer 


ln "is pentru x € (—oo, —1)U (1, 00) 


ETT — 3x2) | ——— Le entru x E [-1, QU( 0, 1]. 
(ET | 


Fcio ctia este derivabilă pe domeniul de de & ce 
. mult cu exceptia pucr -£ f, în care funcţia este continuă, 
Derivatele laterale în. x = + 1 sint 


deg E 
ka x«t 
lun f'(3) — — 1; Bine f (x) — 1, 
&-—L at 
at ek 
pe 


dioc Iese de analiză matematica 


Rádá Ácina- reală: este.x == 0, deci solut ia un este 
==, Y scd Q; E > 


Sclutiile complexe cen; jugate ale ccuatiei sint: 


230 — 333 2a? + 1 = (23 x 4-1) (ax pi) 


deci în punctele (—1, 0) si (1, 0) graficul admite . 
inghiulare, uc VET uq E 


7g pentru x € (—oo, “r U (1, 00), 


< Pi | i » 
| 1— SR | mur dr O —4cpi 57 
Së mE 23 Lead x € (1,0) U (0, 42,3 = RES Kä: Yas == GE A 
Semnul GE EEM 14113 Yas = ESA 
| 45 7 PEU Ie 
SCH 
fu-0-xz-4-. | sé 
3 b) y = e 
V3 AE Boc" 
X Ire d E ei 3 0 3 1 i) Domeniul de definiție: x € R. 


ii) Asimptote: y — 1, orizontală, 


iii) Functia este pará: f(x) — f(—x), deci graficul este 
simetric fatá. de ordonatà. i 


iv) Studiul primei derivate: 
2x dee 


y =: 


? f 02 x—0. 
(x3 + 1)? 
= v) Studiul derivatei a doua: 
Fig. XII.22b get? 5 
B aln MERCEDE 
tl 
23. a) í i 
ye. 
A been rm a 
ys 


Aplicind metoda substitutiei, obţinem: 


Set SCH + 24? E de zs D. 


Ma) = Dat — +420+41= 
A(x) = 8x8 = 3x2 4 4x. 7 


oX po — 90 0 Loo 
hjk pee "Ab 
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iii) Intersecţia cu axelér 
um 0=:=03 x 


x= 0 y =0, 


€ 


iv) Studiul primet derivate: 


El (x) = ege Pe 3); f£(13) = Oa 


v) Studiul derivatei a doua; 
Fig. KII.23 a | | 


fo) E c0 4- KEN SEE 2): f (xm e HE cau. 


a, 


Bas 


€) Coordonatele. punctelor sînt (fs. xa. 2%): 


vi) Tabloul de variație: 


i PEA 3 M d d OQ 
Ho + d 0 —— 0-4 


tt o0  A4-— —0 +++ 


EE 


vii) Trasarea graficului: 
ezi graficul din fig. XII.24) 


24. a) i) Domeniul de definiţie: xER 
îi) Asimptote: y — 0, orizontală, pentru X —ca 


2 


b) Ecuația caracteristică asociată ecuatiei omogene 


à 
"—2y dy cm D este: Fi 2p pom 


ecuatiei omogene este pi 
EUER 3 
se alege de forma: 
CX 26%, 

Ce*(x2 -- 2x). 

Yo = Cer? + Ax + 2) 


Deci Get + EPA Ip EE x°) ZS 42% => E: 
Evident cá din forma soluţiei generale: l 


Ty = - e”(2x? + Ax + B), 


Solutia generală a 


y Duer. 


Solutia particulará 


Jo 


E 
E 


=P 


prin particularizarea coeficienţilor A = —3, B = : 0, ses 


obtine f(x). 
Integrind ecuatia y" 


4e*: 


— 2y' d y 
y —29y + | y dx = 4e", deci b dz = 4e* — y' 4 


cl Aria márginità de graficul functiei f(x) = 4e — 
d 2y' este 
Do: EN 0 

Sla) = | y == 4e* — e*(2x*-- x — 


dx = 4e* — y" Y 


a 


0 


+ 2e*(232 — 3x) 


g 


ico dp 
2a? — Ta 4-7 


unde s-a aplicat de două ori teorema lui l'Hospital. 
d) Derivám predusul dupá formula lui Leibniz (de 
vare a unui produs de funcții derivabile) : 


lim S(a) = lim 


4 — 00 dr — o0 — e 


| Evident, aceste relații arată că a, az, ..., ts , reprezintă 

termenii unei progresii aritmetice cu r=4, 4 =1 = 
“Deci: a, = 4, + (n — Dr; a =1+(n — pete ins. 

2i EA, F an = by tán 

Pentru n = 0, 1, 2, a i en 

Bay = bpa + 4n — 11i 


ica = Baca doi 15; 


b, = b, + 4n — [3 + (n — DA]; 
b 3. 


Dacá insumám si reducem termenii asemenea, obtinem: 


O + 3 + (n — Y — 2) 
2 


(mw 


go 


— 3 + 4n(n — 2) — 


2y. 
deci: 5, — 2n? — Tn + 3. 


e) 2x? + (4n — 3)x + 2n? — Tn +3 — 0 
A = 32n — 15 

25. a) Fie xy € (0, oo). | 
Vom arăta cá șirul numeric dat de relația de recurenţă 
= V xo + Una şi de condiţia inițială w, = V x, este 


pom rergent. 
1) Monotonie: 


yt 
20-21. 


at 


-Y 3, Xo: 


Un F Xo S Ungi F Xo 
S Ug. 


11, < ug, deoarece Le Vx, + V 


4 
Un 


Presupunind: S Una, avem: 
$i Vu, + Xy $ V 9541 + Xo zx Ap > fina 
ii) Mărginire: | 

Cum 44,4 = Y xy + n si irecind la limită obținem: 


deri: 


d 


" (f: ga Cen, n e NN, 1} 
EEN : Ld 
Derivind si folosind metoda addo complete, obtinem: Hil V xo E n oes = K SE 
PU) =Q aux ba); si cum termenii “ului sint. pozitivi, rezultă că 
T "Ziel a T SC oi Eme) Hee Bal, | mE L - 1 d V 13 4n A 
lar 4,44 = 4,4 4-4; bau : I1 c $ | 3 
646 | 647 


gine superioară um ` 3 


Da “pentr x — 0 

pi | : 
- pentru x > 0, 

(4 lä? 
lv) Trasarea tablo ului de variaţie? 

3 

DO 
"care se reduce la prima. mm si x | id B a 
.Sirul (u,),«w este monoton crescător s mărginit su e 4 PT 
rior, deci este convergent, Jar limita est ci A 
y i 0 : A apen 
plltVitim, d ue d E 
u 2 f A SC 


Pentru x, — 0 şirul se reduce la 0, 0, ..., 0. Deci limit ^w) Vezi graficul XII 25. 
este. datá de Gg : TEE 
B pentru x=0 


X 
pe MI pe niru Xo 0 


Cum « > 0 rezultă că £5 dacă este pozitiv, trebuie 


fie supraunitar, deci: T We Fig. KIL 25. 


3 

[^ LI 44x 

| de ot cM ERU een e X 
di —— A anciano = 


3 ^ > 
c) f este discontinuă în origine, deci f pe [0, co} nu ar €) Xg = 
proprietatea lui Darboux, dar pe (0, 00) Hind continnă ar 
proprictatea lui Darboux (conform teoremei valorilor, inter 
mediare; orice funcţie continuă pe un interval are proprie 
tatea lui Darboux pe acel interval). 


d) 1) Domeniul de definiţie: x c no 2 

Pa? et o *. SÉ - i P Y e j a^ peus 

ii) Studiul. primei deriv ate; ; UR ( L4. Vi D da e 
9 pentru x a x E S 2 


mä GO . E 
C xV T4 za == S e WEINE 
Ji acd o EK 
o 3 — 25 
E E t 297 25 Vs 
120 ` Wi s SD 


Flap A meis done P irc 


26. a) i) Domeniul de definitie: x ER. 


i) f este 2 0 de perioadă 2x deci graficul iv 


Hase pe ee S 


natis 
iv) Graficul nu admite duse 
v) Studiul primei derivate: 
ys —5 sin x 
PA + 
| | (5 4-.4 cos x)? 
vi) Studiul derivatei a doua: 

4cos?x — 5cos x — 8 


fius EE ems 


foo ci 
> Xa = E auos em E E 
vi) Tabloul de variafie: 
| TO 37 
0 = X T X Lt 
X S i T 
f(x) | Ux DM m MNT 0 dy ^u 
1 A 


+ sin 2x - cos(n — 2) = sin(n — 2)x 4 E 


deci: In = Ing + 2 | cos (n — Dada => In = Lana? 


du Trasarea unui detaliu al graficului: Den graficul 


din fig. Eau 26). 


2n cos "íi 85 1 
b) A = EE dx -| ire ds 
Jo 344-008 x Jo Vd d S--4cos x 
1 5. . i 
= — x — >: I| ; unde integrala 
4 0 
dx | 
—À-———— — se calculează” efectuind substitutla: 
5+4c0s x 
1-2 x 2 
x = ——, t=tg=, dí = —— dr. 
cos x ny" 8 > PA 
27 X T 
I| = 2 — arctg 5 2 || = =, 
lo ` 3 5 
no Srl m| 7 
ci A == | Seng, eer Sa | LL ———1 fed a 
Ge I2 6| al 3 


27. a) sin nx = sin((a — 2) + 2la = pis — 2)x:cos 2x + 


- e) (n D La =: = Id = - > S : 


ds EN gc e 


^ 


2 
fH-— pa 4 


E 


ELE E SIR ës 8 8 8 e S 5 ».5 à ? 5 2 05 9 $ € s ss 


RM 


1 
mm isse a Te. S 
28. a) Se observă că x "d 
Ea 
e 


Deci f(x) = arcsin * (x>0,x 
: zc 


i) Domeniul de definiție: 


lim fa) = Bm f(x) —arcsin — 31 
aci d 


S E 


Jo sin x 


n 
d 


3 E: - 
a deci 


2 
n—1 


€ 


2 


ii) Limite la capetele intervalului 


d? : 
n-2) 7 0 => În = Ine 


3 


itátile obținem relaţia cerută, 


', pentru orice 


santul PRE 


& 


zm — Í 


Z 


IER Studi y primei, deriv rate: ft (x) == 


E Studiul EEN a doua: f'(1) = ——————' 
(62 — pa 


v) Tabloul de variatie: | 
x 10 "s 1 e 


Szeen 


fto. | | | 


E y 


vi) Vezi graficul XII.28, 


Fig. XII. 28 


b) Verificarea este imediată, înlocuind pe y y dà y'in 
expresia ecuaţiei diferenţiale, 
c) Integrînd prin părți EE 


: me s 


m conditia: 
lmpunem conditia o 
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ss wd) Cum ecual 
vom efectua substitutia a = v'. Ecuatia devine: 
xu* — u'=0, care este o ecuație cu variabile separabile 


Vp 4 > Y = J arcsin V 


29. Conform definitiei [x] -| k ve kg 
SNE l == (=+); rejk t, A, 
mde k este un număr natural, Deci, explicitarea functiei 
este; D^ : 
k— x 
EES? pentru xE [&, k -4 1) 


x+k=w1 SUR 


= 


i) Domeniul de definiție: x € RN {—} — 1, —4) 
EN 8 = ~k 001. 
ii) Asimptote: DANA NE | verticale 


EN = ihi, orizontale, 

iii) Studiul primei derivate: | 
E EC 1) 
PORC a. pe X o E" 


a i pentru xc[—£ — 1, —») 
bos —2k — 1 


JS AA 


$ 


3 lim : = — 1; lim X le i 
Se E, "See (x -+ k) 42 T 
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lía nu contine în med explicit funcţia y 


Se observă cá valoarea pantei tangentei la curbă, în 
punctele de abscisă întreagă negativă, este constantă. Deci 
arcele de curbă, de pe semiaxa negativă reprezintă un aces 
lași arc, dar translatat cu cîte o unitate spre stînga. 


iv) Tabloul de variație, pentru un numit kE N estet 


Al Oh E A 


a 


SN] - ANI - - l 
uS wor 
vl Vezi graficul XII.29 
bh 
TEES — 3 
(d 
d 
2 Ch. 
BEC IRL ER TA 
eni UAE d. 4 - 


Fig. X11.29 


Se observá cá functia este discontinuá in toate punctele 
de abscisá întreagă avînd puncte de discontinuitate in 
x = k şi x = —k —1, pentru & > 0 și natural, 


(x + 3P(x — 3) 
30, a) f(x) m— SEDET 


i) Domeniul de definiție: x c RN {1}. 
ii) Asimptote: x = 1 (verticală), y — x +3 (oblică), 
ii) Studiul primei derivate: | 
zs aa EAS) EH 
pO Í (x) ERES > 


f(x) =0=> x= -—3, Ín punctul x — 1 graficul admite 
un punct de întoarcere; lim f'(x) = —oo, hm f(x) = 499. 
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Íy) Studiul derivatei a donat dim (o tos 


D i Doraeniul de definiție: x ER. 
er ii) Asimptote: y == 0, pentru E eo. E 
v) Tabloul de vari T "e m a . 4i) Studiul primei derivate: y = (2 — ld e 
| E iv) Studiul derivatei a doua: y" = (8 m Ce 
v) Tabloul de variației 


aci 


vi) Vezi graficul XII.30, 


a — A SEN o — - 
eebe Ge 


vi) Vezi graficul XIL831. 


Fig. XII.30 


E 2 Ei we epp Ae gi - 
b) F(x) = A pro que ie 


, dentifidind cu f(x) si 
nedeterminati, obținem; ^ — 


Fig. XIL31 


y z(-irix—1-1)e*j 
yfo = (— 1)" (x > 2 eS (ez? 


T 
y" =(—1) (x — 8 — 10e*j 
A 


3 
H 


eg "5 A 1 
€) Anan = an dx séi RE — 92 Ee 5] dx=10, 
: es LE" 73 LE =} : 


AABED == 18 > Aacep = 18-10 =8, 


Li 


(n) = (— 1" (3 — n — De ^ 


DE bia DT m2 ada ee Ké Gees 

31. a) lim z(») = m2 IA e Se va demonstra prin inducție completă, (adna von 

34, a) sui & (x) z= lim- = 0, utilizînd regula lui l'Hoss compara rezultatele din: y" E ebria din y i prin ODSCr3 
duds o vatie, cu y(^*9 obținut din y prin derivare). 


D z j $ c Dato ina 
- v e) Án alog punct ului d) se GE termina? 


lim y(x) = lim zl 4) — lim eg 0.7 one | EL NN 
om ron ` ) n JP l Ya) = (Hri 1 + ale”. 
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In particular: Y; X) = ing d =t aere, iii) Studiul primei derivate: - guta : 


H Ys). ln = He" = EH o M , = i +1 -; lm y = —oo, lim y” = +09, 
F(x) == GE E A pn decio primitiva a fono VE "XM e Sech SE P x» 
| e ; deci in punctul (1, 0). graficul admite un punct de intoarcere. 
i SE nal: E ie? te E iv) Tabloul de variatie: | 
1 1 x Im =2 —} 1 Loo 
dim a e al y + + TE A zu 


Dom E h=» e 


A 


1 
32; 2) b) As | A 1.|=(2 —4)2(4 +2). 
Dd 


UNE S a ORAL: (A + » 
EZ EC Wer 
2? Dacă A = 1, toți Asr = 0, de conform teoremei luj 


Rouché Seni este compatibil doi nedeterminat: 


um 


x= | =u -v 


Í y = v, u, v parametri reali, Sua) AM 
8^ Dacă A = —2, sistemul este incompatibil, deoare SC? Tas 
"Ww —2 1 gë 
A princ E ad | #0 si Dias E 1 T l 
| —2 l i) Domeniul de definiție: x € RN a 
Acar i E 0 (contrazice teorema lui Rouch ii) Asimptote: x = 1 (verticalá), ye 1 (orizontală). 
, În punctul 


iii) Studiul primei derivate: f'(x)— p 
& = 1 graficul funcţiei admite un punct de întoarcere, 
iv) Studiul derivatei a doua: " 


(x 


c) Inlecuind cu A cu x, obținem: 


) Domeniul de definitie: ZR 
Asimptote: y = x, oblică 


i 
ii) 


Ed 


658 S 


Y ) Tabloul de variafie: 


X | —oe "e 1 | ei dp Mere inu em i -f r-z pent Se rel 


oa El 


—1 pentru 0<x< 


š f A , 1 | : 
c) g(x) = Td peel 


j 1 
———À — pentru x >41 


porn mul m aries 


3 y Pio 


x-— — 1) (x^ A . . ud 
e ) Des. A D (deoarece numitorul ES 


progresie um cu rafia x şi cu n 4 p termen 
Se vor considera cazurile: RE EE 
1. x—0, U, — f, f) d. | y 
L.0<x<1 x^ -0, f O iii "ues 


8. X c 1 U, E us cke 22 


npp beh ts 
x SH 


E ` 


deci f nu ese derivabilă în x= 1, admifind un punct 
unghiular, 


(108. a) U,— 


4 Dx «eo, x* oo, f(x) = 


35. a fx, TT = mi Fe p) = D Sp 


p= eP+1 >0=> f Xp, p) = Yp = etl. 


b) Pentru a determina lccul geometric, eliminăm para- 
trul 5, între abscisa și ordonata punctului mobil, deter- 
inind astfel ecuația le cului geometric: 


Xp* yp =Í => Xy ==1, 


Graficul este ramura din cadranul IV. a unei hiperbole 
hilatere. 


-p1 __ r 
c) S(p) = —e1. T (deoarece S(p) este suma unei 


rogresii geometrice de ratie e), lim S(p) = 
p=w —e 


d) Ecuația tangentei in (x, Yo) este: 
y o = f'(xs P) (x — x). 


Ecuația tangentei în (1, 5) este: x+y — 14 p(x— 2) = 
care reprezintá ecuatia unui fascicul de drepte al dirai 
punct fix P se determiná-rezolvind sistemul: 


xy—i-0. gu > PQ, —1). 
x—2=0 y= — Í | 


€) Trasám graficul funcţiei f(x, p). 
d) xy = 2, S, = El + 1:1 | 


22 EE a =p A, 
s e GO 

rd re A WÉI SE 
GEES Geck 


662. 


P. Cazul 4. 0 <p «1 graficul functiei este prezentat in 
figura XII. 85 c. ag Z | 

—— A(m, 3) — Fin, p) —F(1, $), dacă m <e, 

Alm P): Pie, t) FO D) — Fim, Ai + F(e", 2) 
dacă me, ` 


'O primitivă a funcţiei f(x, f). este: + 


c F (x, 2) e $ In x es zi" x, 


Alu, 


i 
wu o 


$) = Fim, $) LPL 5) — -( In in -3 în 


iar pentru ca ace 


astă arie să fie egală cu piln m — — 


obținem: In? — 45 lnm 4-1 — 0. e 
E RN "t GF Fig. "XIL35 c 


Cum A > 0, obținem: p E€ $ oo, il 
m , i ` | (e a n Es | 1 d 
Dacă m < e? <e, din: A(m, p) — p> In m — 2 dedu- 


lar m = e Pad < 1; 


Cazul 2 : p = — — se tratează analog cazului 1. 
Cazul 3: p ==:0 graficul functiei f(x, 0) este pri 
în figura XIL35 b. l WR s 


cem ecuația: P ln m — — In? m = $ ln m — cu rádas 


cine: m, = e, Mg == =- 


Valorile mn sînt acceptate, deoarece: 


mcd şi mech <e, 


1 


E ăi PUE NN FONTE et, Dacă m > €?, ecuatia devine: 
Ecuația — In? m = — X nu are rădăcini reale. CM. 


lc lêm dp inda 429? + | -— 0. 


bo 


665. 


$us A0 ama oa KENS R p 
za wci PE m | ji iar rădăcinile accept 


ET b ve . LEM Ea 
Egalind cu $n m — 3! găsim soluția acceptată: m= e. 


sint: : 
: Dacă m >e?, atunci obținem un caz similar cu unul 
m = e? EIST precedent. | 
Cazul 5. p = 1. Se v | | 
a face analizá simil = fila) = : — 
t ilará pentru situ 36. a) y = f'(x) = ————— 
KL Kee < € “si respectiv m >e. Graficul du i es EA (ESHE. x3) VI+x 
f(x) <0, pentru x € (—oo, 0) 
f(x) > 0, pentru x € (0, ec) 
f'(x) =0, pentru x =0. 
y al Mao LE 
xe] ql ME Lëlz E A 
Dal CS YER Yum qa 
c) [ef — 1? — x* +1. Se aplicá teorema lui Bézout, 
sau dezvoltarea: 
(1 — Xx d Se HL (1 +x J- pană z 
=(1 — x Rr tă k x?) (1 — x + 22) — 
o uu H od af) ae de (D op xm] = 
Fig. XIL35 d. = UR 4- 1) [(E — x H a2) (rar), 
Caz ul 6. d) In (1 14-14 SE in "T a + Y T+ctg?a) — 1n 9. 
< m E eb, Po SE de mai sus rezuliă: Noiînd ctga = x => 1 «i T ^ — iE A m 4 
VI 
amp) = E E es E | i AY 
2 Pentru x>0= (—x)| + ————)]= 0=1=9=> 
=> a = arcctg 9. 
Pentru x « 0, dis devine: 
-i X i 
Q — x zs YT > 
j DE 9 | 4 a. là. 
fa) = 363? A E d 18x.- - 81 = 0, cu j E j sae <0, 
ej Fie F :[0, oo) —^ R dată de legea: 
F(x) = 8 — g(x) = x — In (1 + Vid s). 
"(x) = — = e? — > 0, deci F este o 
PF (x) AR cb: ST (V 43 24 1) S k 
functie strict up ECH e (0, eo) => FI X — gt: 
runes pe 
NUR > F(0)-20-g(x)—* dacă x >0 ona unel conse- 
d AUIS e cinte a teoremei lui Lagrange). 
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39. Pie m > 1 şi — Cum f este o 1 unctie descrescá- 
doare pe [m —l, m] avem 


inf JA = fon, m LO = fin - — 1) 


mi sis 
„Cam lungimea: Saberédulni | (m — 1, m] este 1, rezultă: 


m 
fm) < i 70) dë < on 
Pentru s natural si n > 1 avem: 


0) Zu «V (/) & 4-3: d EA? me - m dr. 


= 
“Dacă lim F(x) există şi este finită, atunci 


generală: y — C, cos E x a C, sih Ei x Lag 


ecuaţiei. caracteristice asociate £v 2 =0 sînt. i ¿2 i | x 8 fC 
| 4 i E lim F(x) = lim We Hi) d i JO di = -7 ni) 
Impunind condițiile din enunţ, rezultă valorile c pu Pale 
| tantelor: Cum f(?) 7 0, Ben orice 1 € (1, 09), rezultă 
aj d ase Soliția cerută este! La as poa = pentru orice m > |. 
3 3 | N 
Sëch = 2 nas e Vs sin A SS zit Din aceastá relatie si din 1D, rezultá cá sirul cu termenu 
! S d i general 
38. a) Pentru ca funcția I(f) să E definitá, trebuie ca ESE 
< 0. Dacă e > 0, atunci pe intervalul [0, a) s-ar putea ca qu = ER: (i) 
furia f sá nu fie integr abilă sau sá nu fie definită, ceea, ET: 


ar implica ca I(f) sá nu fie definită pe t, oo). 
J(f) este derivabilă în toate punc ele în. care > funct 
dr) este continuă, și cum funcția ef/(/]) este continuă pe 
[0, so) Ela, oo), rezultă că functia 7 (f) este derivabilă | 
tot domeniul de definiție si I'(f) (x (das e*f(x). : 

b) I(f) este derivabilă pe [0, co), deci, pentru ca. eeng 
sá aibá soluții trebüle c ca functia f sá fie derivabilá pe [0, co 
În acest caz putem diferentia egalitatea: It (f). iD LAU 


este majorat si deci sirul aa == f(1) + a, este mărginit. 
Cum f este e pozitivá, rezultá cá sirul Lo, aen este crescător, 
deci convergent, 


"-—— ! u-— e 1 
bj Fie f :[1,. 00) => (0, 00), dată de ff) = E >H 


zs! 


< 0, rezaliă că funcția este des: 


Deoarece ZU) = — - 


as o ecuație difer entiali ă liniară şi omogenă ss Aita Ded: 
iti ac E 8 BD, E RÀ s 
x Zi y ^p f e sr Í de 
| pr k 2 
solutie EON este: ; a Sc 


$9 Ji g— 
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Condiţia de la punctul a) fiind verificată, rezultă c că. 


(annen, Zu = Ds — este convergent. pentru a > A 
kzi h 


o bes i) Domeniul de definitie: x c (RU 
11) Asimptot == —2 (v ale 
tii) imptote: x —0, x = 2 (verticale y'-— 0c 
iii) Studiul primei derivate: 
3 
f (1) = «0. 
X(x-F2)- 
iv) Studiul derivatei a doua: 


TTE CEN 
x*(x 4- 2)* 
v) Tabloul de BS 


X | 09 


| Pry - 
f) |o Mo motn NNNM do Lee X 7 08 
EL oe. ES 


vi) Vezi graficul din figura XII.40. 


ege 7 A ere cina a 


=> lim Hu 


€) Integrind prin părti obținem: 
2 l 2 2 4 
| f(x) dx = (ipt + e dx= 3 În —- 
: NS Ñ X R 3.- 


g i i i ag A 
WI | A dx = ( er P2 dx (deoarece A =at). 


a ` sj 
Pentru x > 1px =i < xin x(x +1) (1)... 
Într-adevăr, considerind f : (1, se) — R, dată de 
fü) = pen x pet, avem: 
f'(x) = în x > 0; f este strict crescătoare sj prin urmare 
10) > fü) — 0, deci 


Analog se va demonstra si x In x « x(x — 1). 


x in x >x-— 1, pentru orice x > l. 


Folosind dubla inegalitate (1) avem: 


Tot din relatia (1) rezultá: 


1 1 X 
exe M Li quA. penu orice x > 1, 
x—1 dnx x—1 


deci integrínd in dubla inegalitate obtinem: 
5 


şi respectiv: 


"(^ dx b g 
—— € —— dx ze D 
S adir x ax— 1 


; Semnul egal se va realiza pentru a = D. 


H 


Pind 


ă pentru orice numár natural A fu = E sin 


x € m E de p. 


P : Lm 
E * à Dë fy 1. tar du => A 
* ` : 
raficul este sime rin > față de pune e - j E SÉ Kee 
SE Pentru. KE E e — D H CT. 00), Jim 4, se, - 


b F e a A P e q y ui S as fW E En E e ¥ P 2... ell : sou $ 

"pe dreptele 2 omg, denn" x > d E -Pentre X &[—f, TIN f0}; șirul este divergent, fiind 

ă SEE Die ub. Ha E E p espectiv 2x —2y — E crescător în valoare absolută si cu termeni de semn alterndnt. 
MEE RSC R HgUura ée? EOE i Analog se va analiza cazul x € [~k — 1, —À). 


Aes oy 


43. a) |] lim f(a) =o>1+d4c0=0> 


: geek 


lim f(x) — oo 4 F e m0 


aa 


Fig. XII.42 m De b) 


b) Pentrá orice 1 natural, se GEN Că My = 0, deoarece e. res — d 9 
[0) > s», pentra: xe zpLo- F 1) si EIC tu] | Fx) i 
es DI LD. Deci i 7. | Lu) |l 


DUM n m. 
(=i He (vezi graficul XII. 43). E 
ma unei progresii geometrice cu primu c) (C) A (T) = kat — (5k +1) + 46 0. 
, Ge unde lim S, — 1 . 


MR, 


i pentru x € Ue, k4- Dic 


y= 2h) = —k sin *= f 


A 


DAR 08m 


m XI43 n | 


43 — Teste de analiză matematică 


ub 


u prin relate În iu V dier DF = | | +5 | +] +6 = 


Discutid rádáci inilor 12 4 —- B. 


4 rádácini regis, cite 2 opuse 


ur | ' da ub 
( : n y $^ 


4 rádácini reale Xy as YS = ! | “E ni, 
Sici: 955 7 (n + 1) 4-1 0 ER n(n + 1) n + 1) E 


= Un 


ñ 2 ap | 6 


2 perechi de rădăcini comple 
conjugate 
ecuatia degenereazá i in ecuaţie. : 


i: 
arăt del = —4 — — => lim A(s)--—4. 


Gu ns 


c) Pentru x < —2, g'(x) = 2(x? 4 5x + 6) (2x +5), deci 
tá în fiecare pánct. Pentru x2 —2,.g'(x) — 2 In (x? + 


MENTE 4 rádácini re ale 


E Din conditiile 34, e Ma ŞI Vi — ys, eliminindu-se par J- 5x + 7)^ bl. arat deci “există în fiecare punct 
1etrul b, se obține ecuația x A um dus e^ cu rădăcinile reale 


z 0, Xa.3 == de D 
nud de tang entá sint: 


Pi 23/29) PALZ —4 — 3/2). 


deoarece x? -+ 5x He 7 >0. În punctul x =.-2 funcţia este 
derivabilă, g'(—2) = 0. De altfel, g (a) este și continuă, 
d) Din egalitatea fíx) = (x + A (x 4-3) deducem: 


i(x) = In f x) == In(x +2) + la(s + 3) 


| E x x 
Pentru: x = 4 Y 2 güsim kel. 09 N 
Curba (P) pentru & = —1 devine parabola ; 
| e i NM Nu 
i (x + 23%. (x + 3)2 
În punctul P,:y i" (x) = I 1-2: 
În punctul Pa $ 2 (a. 4 Au j3 (x 3 
* 25 4 8 | ene Co] DE 
e) A = (x) OX = ET — SX — 2) lx = o E (= dl ic a 1: (— “im — 1)! 
) i Í ( ) i A 6 gm x) zm fasc M me A4 + JD cru A (a) 
| ! (a Län (x + Am. 
Derivind pe 2"(x), se obține: 
ARTI (y) = Sc EET nl AA 


za a dl apt 


'alita^e care se obține si din 7!" (x) atribuind lui 2 valoarea 


"d 
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46. a) Curba prezintă. ramuri infinite pentru valori finite 


ale luf x, are dau valori infinite dni f(x), sau valori finite 
pentru y, care dau valori infinite pentru x. Deci pentru 
"xv 1 : Ne Wert E 
E ae y == SC, este o asimptotă orizontală, Ecuația 
ip a=0 admite rădăcini, dacă 1—24 >0=> 


as 3 - Desk valorile luf a, după condițiile ramurilor 


e 
Infinite ale curbei, sînt: q > Zi de T 


H y'= 2(x + 1) (a+1 Y 1—34). 


pr — 2x +a) Ly KEE 


PE 


Ta 


o a+ 1 A A i | | 
Dacă LI > —1, adică a < —4, x =-—1 corespunde 


i e D a D a D D 3 
x 6n i: A — aa unui minim si x — unui maxim, si in caz contrar, 


pi by a et? xim) e 


| | „dacă a > —4. 
E reale: s, € (0, w mE c (1, zu 


| aci Gem , Bisi Da 
fum yam) este definit. pentru m (0, D, € ch Pentru a = 0, y= MEN. = EE IAE) 


| a == m, din tabloul: | | | : 2x(x — 1) dis — 1}? 
o UB + =P en Ü- ^ wu SES 
ERN PARINE A M ; Lu a 0.7 -Feo|—oo A —4 Ww —o00/+00 Y T 
: 0.05 ide 0,62) T - — — — — M 
E 12 y 4. SES E Be EE Vezi graficul XII.46 a. 
i -0,05 h N 
002 ` à; AN | 
LOA LÁ 06 — 0,00582:0;6 6147 "EN. DEI N E 
WT Ce „622(0,62 — 1) sl A 
unde me reprezintá va aloarea aflatá prin metoda coarde Fig. XIL4Ga SMS | i 
jar m, prin metoda tangentei, deci ne 540, 614, x 


d) Cum numárátorul se divide prin x-F1, atunci si 
numitorul se va divide prin x + 1, deci = 
et S Së a Pe 
Mu: 2 + Dis — 2) 


și curba figurativă se va descompune. într-o dreaptă de 
ecuație x + I =0 si o hiperbolá echilaterá de ecuație: ^" 


xt 
Ma um t ———M]ÁÀÀ y 
= too dx —2) 
avínd ca asimptote dreptele de ecuaţie x= 2, Mi Eé 
„Vezi graficul XII. 46 d. 
„Pentru a = "5 (x= l) 
Fig. XII. 46 d 
47. i) Vom calcula prima derivată: 
d 1 2ax? + (2a + B): — 1 
| i RA | (X) Zar 4- B— fax c a + Ba +B—1 
y KL o A: doo d ; : Xxd-1 -— x--l1 , 
— EUNT ERE SES RUE. A e MGR CERO EE f'(x).— 0 = 2ax? + Gei BxtB-1=0= 
Vezi graficul XII. 46 c, l 


4a 
Condițiile verificate de parametrii reali a ȘI B sint: 
A = (2a — B)? + 8a 0 — B  2(a + V —2a) 
și p< 2Aa— V Æa] éu a O. 


li) ale a x n (x 4-1) | | 
Domeniul de definiţie: x 4.1 na E (—1, ee). 
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qe 


* 


| A d 


FuncHa este fără. paritate, 0. $7 
Asimptote: x= —1, verticală, ^ ^ 


48. i) f(x) & € —1—x; f(x) — € 
Aplicînd o consecință a teoremei lui Lagre 


fie f:(a,00) ^ R, f derivabilă; lim f(x) =0. 


A 
Se 


J 


fi Ed AE E A E fix) Im o => "d 


x--1 D 


Y / 


Dach fia) > 0, atunci J este funcţie crescătoare si f(x) 
> fla) = 0 => fal > 0, iar pentru rezolvarea punctului vom 
particulariza pe a =0 ` : 


Tabloul de variație: - Putem spune că: f(0)-90 
Zo »90-j/'(x) > 0, pentru x >0, - 


Cum f(0) — 0 si f(x) >0=f. funcţie crescătoare si 


a] A VEG 0 a f(x) > /(0) = 0 pentru x >0 | | 
AA DOPO IPTE TIME i iii : à 


D p 
o 


e A ea E ——— 


+ A A 0 x: ES 


ciao at eraot a vu pare tpm —— 


Vezi graficul XII, 47. 


d Im ei sd e. A k 
iii ( R-jelOG—R a 


Rh í 


1 
Ade 


2 


"d 


"VEM ET DE 
d — 4 menm 4- ese + ser E fa: [wd SS? a ss 


SS 


m 
N 
AN 


Fig XI, 47 


E re n. qe oy "ES IPS 
ii) A = | [ahr în (r4 1] ds | — — In2— —- iei i al dg ted St 
E v la limitá 1 


js " M ETUR M A n dubla inegalitate, obtinem; 
Cum, în cazul de față, graficul este sub abscisă, atunci 

valoarea arici este negativă, deci pentru a trece peste acest 
impediment, vom considera modulul ariei, dn 


lim ( E is -cb d A) eso 


dex 


| p poi v ee Se d A SE | 29-55 9 deci pentru orice m avem. 

E a eb == lo, — 04,8 d Du rădăcini reale si dites 1 

C+D- (n)! Pa NU uel : Wax, lee 20 29 le er 3 — 0. UNOtind e => 0 | 
E si rezolvind ec uafia de g gradul doi 20? — V — 8-0, obținem. . 


lim (aan — da) = lim ay — lim a, ed r 


fi o5 fico Tio 


LE 


esc di) A ^ os e) dx ==. 

» e 1 fee ud: je IM c 
po 

dm (1 — e)? dx = ar" ef pde — d) 


Gi 


lim fix el 


e. En 1 i —e(x + 2) le 50. i) 5e re zolvá ecuatia: " (4), c0, care are ca rádácini 
a | [e*( + 1)7 punctele: x, = m xg = 2m. Vom considera cazurile: 
1 : dod a) Ci X, <% > m < Im m >0. 
Lt e^ 2(x +1) zm ob) 4. X. m Jm < m > mo < 0. í 
KC ZE E 97D | "Axa = fim) = Sm — 6) (n? + 6m 4 I- 86), dar semnul lui 
Le i Fon) coincide cu semnul binomului (Gu — 6). 
tim +00 și Jim d = eo. Ha) = fm) Ain — 3p/10) (n? 4- 39 19m + ré) 


iar semmul lui Flm) coincide cu semnul lui m — — AË 10 10. ' 

i) Se va face discutia: | 

Pentru m > 0, m E (0, 3) ecuaţia are o singură rădăcină, 
reală cuprinsă în intervalul (Zim, 00); pentru me (37/10, 00) 
ecuația admite o singură rădăcină reală, 

Pentru m — 0, ecuaţia admite o singur á rădăcină reală 
în intervalul idi co). 
n. Mai putem demonstra tinind cont de o consecință a pros 
LS d ae sf 2 prietátii lui Darboux: x4 € (a, ON 5i xy este rădăcina funcției f, 


3 = adică f(x) = 0 <> fla) - f(b) < 


4 H g : Tem A 1 a i ` a 
(1 — m)e?* — e* + 22 — 1 CR a 51. 1 “Substituim ep — 1 = 2 si pentru x — 0, atunci 
y 
3m — 2 n 1 i d 1 
m : X. 3—0 şi e*—1---—:x-—1ln nl SR i 
en epe E, Ec T. | | i A "IN A 
àm == 2 PUT . e] SC j | 
S SE | lim = m TRES lin Sr A E y D  deeeeeeeeee TUM 1 
Qm — et l)e Stet SR 1 — m S Er |. dU QU ZY bett Y 23 in Si 


3m S: 2 
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| Seg | | E. m 1, 
; Jr —1] e 
B EE g(x) — e* este derivabilă pe. to A mulfimoa ES E = 2 T uS VE d | | 
“numerelor reale si g'(x) = e”, deci g'(0) sg = 1. $ ge ded ME -—1 VP 
Conform definiţiei derivatei în „punctul x —0 avem e —+1 
ET | g este continuă pe tot domeniul de definiție, 
Su, (CES peri genita x «t 
S tii) us UU > pentru x70 Rod | 
JB UIS, wed ——— pentru, x 21 H 
| 0 did x=0 DON d 
—2x X 2)e* — si se observă cá lim g'(x) = —2; lim g'(x) = 2, deci punct 
3 T pai tru x X0 Se" z7! 4 


pentru ` rs 0. unghiular i in (1, 0). 


wla L unde în calcule s-a pe E 

xe TÉ | CHEN) 
“ținut cont de sti fia: 1 == —1>x= h NM om 

cu a =Q: 4 xt zr 


— 2% Pp 
grap El 3) 
: zh | o 
lim SA (2) = TES wem 2 d lim fia IL 
a-l 9 z5—i 9 


„be gue ESTE D— e, 


in punctul E i, 3] graficul admite punct unghiular. 
ac — nx + 1)? : A i 


(0 Omne şi f/Q) =0 3m + 2n —8=0, | ! 2 | 
fo) = P. lim ir = — H ; lim / (3) = 
Rezolvind sistemul obtinem: am ss H. uml. a^ E asi EN 


în puncti H el graficul admite punct unghiular. 


i i : o du punctul x cx Ty m- = 09. 
iii) Intersectîn taticul func iei cu dreapt variabilă EM. ion ; 
Y obtinem: e | | a Ge EE ft) e 0; (1) OTI = 1; f(-koo) = eo 
A udo | ^ Es : l | P(x) =050 e —l, X: 


a pecu EI TEE" 


UY 


fa) ira BUND TES E 
c | 


1-3 


Unde M m — o 


4 rádácini reale Es i | E 
Y s : ii), Pentru a = zi fl) = [12 | +12, 


p B rádacini reale M en : | 
EE =] 


2 rădăcini reale 


V ETT, x E (—oo, —1) U (1, eo). 
VUE +1. ze Pa. Doo 
lim f(x Im +00, /(0) mmu 1, f(- -JÍ zc) 


00 


dv) Cam fa x) - 0, v poen X eu 1), óhtinem: Pos POT Ue e f) Reg - 1) Wr EE 
RG AE (es, —1) U (1, oo 


IS De an 2e ESA 
Yz | 5 d ^ ya) Ve "ts" 1 Eg 


E k 1 ; E ^ Ke 2 RES o 
O B EE des E EE 


ip uL j H E d 
Pi) =0== SH x= —1. In punctul. (1, 0). graficul 


94. i) Pentru a € (0, 1) avem 1.— 4 2 0, 1 4- a — 0, 
„deci f(x) este definită pentru orice x real. 


(—x + FU —1** y E (oo, —1) 
boom edt E RES, a E ll, E ; T ME : 
c9 Um DUCES, x € (1, 00) TOR en E (oo, —1) U (1,00), 
| "Delhi Dit oe Ey Cs CS GR) | fo) = e SE : 
| pentru ze Les —1) S ED 

y — x) — x)? 


-(1—a) (4-1) *G- ata) Ca n Get 1 
pentru x € [—1, 1] 


(1—a)(x— Drëtt wed (tba) e CS a, : | f: to 


admite un ad de intoarcere, 


pentru x € (Ll, co). 


ag 


—— 


Graficul funeției este XIL9M, e ër Analog, dacă x C Ge, 37), atunci extremul este 


: rcm 
% mpm. 


Tabloul de vari fle: 


| "d | Dat? ES LIE A. o or 

S H E — S utet EROS ET 7 Uum E MÀ 

ii V = QA (1 dad cl (Die Läd elle, Y- FE E? „max aia A max w 0 

0 de t ne 

, E | i Yezi graficil ul XILSS. 
55. i sin y D së EE U Die x + 2hr], EZ. 
Ecuația primei itariu: y= xi x V sin x= x avem 
x= 0 sausin el, deci x= 0, x "n t Zë) l 
- VETE sin x + xi sil lim y = — 


Stee? x 


. deci tangenta la emm. este axa Ox si nu bisectoarea axelor. 
În punctele Ay = a + Zi, avem y'= -1, deci tangenta 


Fig. XIL58 


iv) ym | x? sin x dx = n(n? — 4), unde integrarea 
este prima bisectoare. | : 

ii) Fie y =x Vsinz si ya = 
.. Cum y, < Ya atunci graficul funcţiei y rămîne sub prima 
bisectoare pentru x >0. 


a efectuat de două. ori prin părți, 


B. Jo) = roh P" UN s Ar 
. Dacă n = 2k = par = f(x) = (at — 2). | S 


i d 
, 2/5 2/3 
dii) Fie y, =0, deci 2 sin w + cos x = 0 = tg an M uno NN —wÀ E và Les 
: | Ji TN uo ome E: e 


SE 2 sin x + x cos Xx glx) 
Zt 2 |/sin x ^ & Vsinz ^ 


Dacă n = 2k + 1 = impar = f(x) = auae — 2) 
x |—co: . | 0 BG s i 4-009 


— == ——————————— — 


fal + -—— a a 


îi) Trebuie ca Lëtz — a] 2 0, a=f(1) > a = —1 


Numitorul este pozitiv, lar pe iüferyalul B : gd avem - 


| ez] = 2 > 0, g(m) = —mj deci rădăcina primei derivate 


H 2 
iw o E: . LP qz (x8 — 1)? 
este un maxim x € Em di lim EEN = lim da 2 = y’, 
AA ex (x— 1 ed (x— 1)! l 
688. 689 


COSA j a+ e zb q= 0 are rădăcini imaginare, numal 
dacá p—¿<0 E 


S ; | X — Dax — dap — 
EN 
er x S : (x GE ay 


Discriminantul numărătorului: A = a? 4 2ap + 
„oricare ar fi a, deoarece p? — q < 0, deci derivata - dimit 
două rădăcini reale si distincte d if (x) admite douá schimbári 


$3 2:54 
=a = Í, $ = l, deci f(x) e m 
x— 1 
x—8x —8 —. 
X) : 
fe - 
x fieros "or: | ER d DE. Fo 


——— 


—— 
7 


fl) | e 2 —4 Ww der n ALA, Je 


uta. 


A 


Graficul admite ca asimptote areptéle de ecuație: x= 


verticalá; y =.x — 1, oblicá. 
(vezi graficul XIL.57). 


Sr PE e, SC EE 5 
a=| E be B. Es j [+6 e PIE: 
2 domm I 2 | &—1 

a on ep ud sid 
g por 
ua Ii d PD ac 
5) rio cem. 
i E — ar 
ei Ze EE =- Da -+ Sax? — 27 l 
X) oc Ge y 
Si an, E : (3 mara as l ~ 


d == nJ ( y: = LEN AT 8 sin? 3x + 5 sin? Ox + 


e: 2 sin x cos x => sin? E — 4 sii y)? 4 EECH x = 
sin? x(128 sint a — 212 sin? x + 97) = 0, 


Ecuația bipătrată sé rezolvá, făcînd substitutia sin? x = 
ey E [0, 1], apoi mulțimea soluțiilor ecuației se află re 
nind mulțimile obținute din soluțiile fiecărui factor în qe 


iii) Z= | 


892 


1) E Dacă ; s-a stabilit Sege de derivabilit ate, și anume 
întersectînd.. domeniul de derivabilitate al fiecărui element 
în parte. E 

2) Dacă elementele matricei sînt funcţii derivabile. 

v) Reamintesc modul de calcul al derivatei unui determi 


nant: fie det A = pa (— Dar (2)... Anat) (x) unde Sy 
este grupul permutárilor de ordinul zs, a) € c, ic 11, ,2; t] 


e Qu A J 
Cu o = à gra sint funcții derivabile, 
P a(2) ... o(n) 
fi Ga > (|, 21 cu 
nor ( 1 dacă c este o permutare impará Do 
2 dacă o este o permutare pará. 


(det 4y=Y, (EEN ara) (X)... disti (9). Analni (x)) = 


yix) e 3x) 


Ka dotetcotact o8 s 
T 2 dal) P a; x) 


* egoeeepeeepepe E 


Gelz) es: Zn) | 


(det A x :1n 10:2 Y lg x 
1 dol 
8Vigx 0 1|] lIsVigx 0 1 
: 1 | ji 
AA "E i Dea d Lise 
ZS « ln 10 1 S | 
ECCE s 0 oo 
, 8 2 AVE 
TÉ 


 £xlni10.2]l/igx  x1n10 Gelies dër 
| ` 693 


pm dorm E 
V E d Ee 


39, i) t- Se Hun ES 


mo 


dum WÈ y nf — 8m4 Bn (m + 1) vo e " il: 
Dose lim — A DAE T nr . 8. fo) - Mx x i 2] I7 Bl. 


T R moi S x i 

Pentru a calcula I is —2 Vx! E T+ 5 p der ph » 
JO). f. 
2 sd să pentru e 6 E 


pentru X = (i, 3) 


Fl) =: 0. ă pentru x (3, 8] 
V | — pentru x € (8, oo). 
deoarece E E 
vui iur E i — pentru x € (—1, 3) 
2. (x + 1)” : 
fx) zs "ft pentru x € [3, 8] 
d ud 1 | 
————————— pentru x C (8, eo). 
; 3 (4 rm P (8, 00) 


constantelo: 


Eezoly ind sistemul, 


| deteimindin n “valorile ' 
ași d. 


z T (-2/ EI 4-5)dx4- s 1dx4- y QV x1-—5)dx, 
í 3 8 


p (a+ 6 rt (=> 1 LA | a | 
ii ji, Lor ——M——— dx = - 10: -Z8 d P NR EE E 2 | 
; sp los EE aN A X unde | V x+ da | (x e D)? dx = 3 (x 4- 1)9* LC 

T | Lë ! 1p? a 
"+ 24 kd dx = E 10x + 281n | x ] — 24 : eg R | pup ; 

id: QU RM a oU j $428 — x. M e ST? uds x e (—oo, 0) 

E cm i p ER ki >p fem ; ; 1 | 
i ai D 2 .:63. a) f(x) =] y . est? € x E [0, 2) 
admite două Ce e We exire do l cu 
iii) dacă p —0 = nm Fi x) zo (se tine cont cá Aan y e mu E " 3). 


torul este un divizor poe itorului).. ; ^ f "UN e 
Domeniul de definiție: x € RN EM 


se 


.695 


*. 


A A a 


E serth oblică 
oblică, pentru x — be 


ex 


TER E di 


ii) ft : x DU SCH > epi SE SE us € CSC? 0), Amd, ad, 0. pes — 
e e EE T E E r 
E E (a ër Ap : (x 6x + 4), * € [0, 2) m S > | ) | ^e A E See et > ) 
EN * i i ` Eeer REENEN vg egene 
Tt j * " y 9 R E 
x 64.1) x € [0, f]: f(x) == 


Tx) =0 e USE 4-0 


În punctele. O şi 2 funcţia. nu este derivabilă, deci: 


5 =0, f(0) = — V? ZO) = V e: si în punctul de co 
donate (0, o graficul admite un punct i ghiular, i 
& 2 tfi a admite un punet, de întoarcere. 


4 


M ENS 


Vom trasa mai întîi un detaliu de grafic (b = 0), 
„vom extinde detalinl de grafic pe tot codomeniul, 
“graficele XIL64 a si X11.64 b. 


; Fig. XIL64 b. 
Fig. XII.63 i 


ii) peus tangentelor la grali sint: 


in punctul (0, 0) > y = f'(0)-x te his, 


in punctul (1, Fjes Ao Ta zu X — 1: => >y y 


det x?) eu d EE E 
e dur? o 44 23244 x-4-120 
4x(1 — x?) r atta 2 x*—4x-F1z0 


$ Dä 
0 iiA ui ig. 


DIE 
rii Va (24 1-2) 20 


unde rădăcinile PA Dă E Va. au fost determinate 
cu ajutorul sirului lui Rolle. P 


Asimptote: 


Ax(1 — x? rd 
C Eme eh == arcsin 0 > y, = kr, k EZ, 
l p e | 


asimptote orizontale. | 
vid qut A 42) (ar — 641 
Jig seinen. IRE ur JE ndk uir un 
(E 395 - IZ G8 — 2x DAA 2x 1]: 
dt 64 0) 


(AA L 


y= = lim [eis 


4 


raa SEL -00, Safe 


eer? y300-—13,—14V3) Y! 
-K 


U( + V2, 00) 
13) vaio des 


In punctele x, = —1- |, 


+ Văii Y Zi gr 


aficul admite puncte unghiulare 


698 


"(deoarece funcția nu este derivabilă; derivatele laterale sin 


Vă Vas ma d 


finite si i diferite). 


Y Eu HERE | 
"Lal is | RE DNE pd c + 
A A arcsin — “y BrESIN een, A arcsin( 
i A 
ft 4 Ste 
0 0 


au ——— eee ial 


| =- 


/— a 


——— ÁO 


: fix) de. ee +] tees qu est | D d Ds ao 4d 4 


———————— e aaa arie 


Evident, acest detaliu de grafic, poate fi extins pe ordos 


.natá, tinind seama de diver sele valori ale lui kE Ze 


* vue rel=% -1- V 2)U (1 YA, 
l oA . pa 1 a 4 
a o a4 7 LAPAI +, 2, 60) T, 
ID Pom ; en apre 
dT: Ci-VEISVUL- 
h +72, 142] =J. 
S edm a SH 
(1 + 712 "M 
F'x) = $x Py x 
LA XE 
(1 4.17%)? l , 


3 c0, asimptotă eebe x =0, punet de exirem] 
ES 
z= +1 +Y 2, puncte unghiulare; . mm E puncte de 


inflexfune, | ius 
E: Ls 1-2= CO, Vă NEE vidus + Ze 
Fb A Ge 0 bt + | 
(24V 274 (24V 2)72— Vix 


eener 


en — 


Fig. XIL65 il | | 
A66. i i) x € (—oo, —1yUu: (L oo) Asimptote verticales 
cl, x= — i. Asimptote grani 


E detüliu de grafic va” îi extins pe ordona 
valorile ke 5 d graficul complet a. 


Semi i de == ZS E weng e arcte ees f(x) | E 
E I 2 rer 1 2 SE d 


deci valoarea ariei o vom considera în modul. În calcule 
s-a ținut cont de următoarea formulă trigonometricá ; 
Xy | 


arctg x 4- arctg y = arctg — EX. 
1 E: Xy 


PID = 0, s = 0, PAN 4 0. 
! Q(-1) =0 Q'(—1) ad 


E + Ss (x EX "S 
DCN 
dim R(x) = ~ 


67. 1) 


a PD) _ 
Oil 
pentru x € RN[—1}, 


111) y — 0, asimptotă T 
Sen 2: do Leid ER 
F (x x) umm x? + X PLAT : a x) edis um uu y d 


(x? + 192 
(2 + 


2— E 1 1. 2, 4 à AC" 
ua e E ES WEEK x44 Y Ye 


T (x) Ke 


DÀ 
^ 


Vezi graficul XIL.67. — | - o o E EA — 
ecuaţia.a, treia obtinem: g? .= abi => q = abh 


ENS B TCU LEA E 
Xa = q xs =q r gi înlocuind, in 


Ka 


Fig. XII.67 i y = 2) 
Se observă. cá funcţia RU), dacă se prelungeşte prin doc ee 
continuitate se Shine: | T po uc 
d sau 2b? 
d SC 5 pentru y Es R Nr Xo Ere D. 
Her i P Xa Lv 2ab9, l 
«+ 1)? (x — 1) DN " E 
lim SUD pentru. x= —1 : MEME. és 1.— 201) 
m ; S . 4) Fie az 2 4. Sp A ee e 
ud romani i 12 (12 +1) E Hi) Fie y = 253; 5, =: Pa 


x 


i l : : Mun [^ y îi " f " : e ee E 4,7 
deci 7o Pta) SH xl t peniru EBL | >n PE. aci [5 E | | mu E E ey | im 
SNR Ut pentru x = —1. ý 


Graficul funcției, in. mod evident, este identic cu cel => lim - — er stai sal EE == Sgn d. 00, 
trasat anterior. 3 acm Kl BA] 
Av) Fie Dis, y) punctul considerat (sau punctele consi- deci șirul nu are limită. 
„ derate); tangenta in P are ecuaţia: 4 
T E Sa ës Tt m m yn 
A ` x 3 " A " f 4 A p : mE PERSE HS E pen cie D È en id sgn a " eoo, 
y 7 Jo =P (xo) (x — 0); 3 "Ide mU edt x DEE E 254 uU PEE I 
 Fie m directia datá, atunci: | E deci șirul nu are limitá, 
— xp E 2x + zb i l A (x — a)? 
Inge VV MM + (2m + 1)32— 2x m — 1 = 0. e dv) f(x) == Gees 
(ap TE E E RE 
iar ecuaţia de gradul 4 va genera patru, două sau nici o ` a) Fl TR (x a a) 1x0 + ax? — ( 20? — 3)a 
` 1 Sc € 3 Ki 


solutie realá, soluţii care reprezintă abscisele punctelor în ` 2 

care se duc tangente la. grafic. Ta LÍ "m AE A , 

i pre à . Fie h(x) A8 ai? - Ya — 3a. si SPA siru 
68. Folosind formulele lui Viète, obținem: |. E Rolle obținem: A'(x) = eg + 2üx — (La? - — 3), Arts 


A=% ++ Kaz = a(* BP D. E de rA N d P aps — a d A M 9. Dacă, ^ d A a) > 


Dë "M 

Box, ză Zo + ap = a*b* A +0 +1) =C= [rs | ta e EY dacá TUM > 0, Mas) > 
: Nu 00). dacă Bei <0, Biz «0. 

C == X Xi. = ab, 


ELSA AAA RARA 


c 4 ch (a Ur dx | E — 6 qc S x= 
Ten W n 


A ZE 11 I 
== G — DE +— In (42 ED 2 arctg ee d 
E SE a 2 5 


69. i) E formeazá sicul lui Rolle: LN 
fio -3at- 22) = aa x-0, x—2. e Ap = a; fe dde. 


pri sciiicet inicie 


«fe (a) Discutie 


Xy == ha > 4 


| X» SN 


ii) at =P Y Foe = s ER 
y umX— i (asimptotá oblică). 
(9 = _2(x — 2) | IN. | 
Vi adi W-»o-—2 


Pentru £= — —1sau y = 4-2, funcția nu este derivabilág 
in punctul (2, 0) graficul adisitiod un punct de întoarcere. 


SEA Besos NE (NC SORA A dea! 
ES: E d E M B LM a | "m i ror 
£p) [o9 44 0c Béier DER AY, 


104. - 


SE UPA 
iii) A = U PASS. Dx — 2 dx 


2 | 5 
mm ad. cu ic l5 pentru v = 4 si bs 


B (A F E SE SE RSC 
u-1 pi Liri e Ei IP 
A P MÉ 
VPE RE ep? 
(pr Zei 


e D SCH ee 
SHEET | 14,3 


1 (@+i+1 doo d 


$ ERRE des ^ = 
6 Lordi d 6 (+t +t) 


——— o o a 
he ms A ar E hri) A Jar 


&5 — Teste de analiză matematică 


pini ARA RAE RD aicea 


——— CÓ 


b | Numărul rădăcinilor reale 


N muc E US DA a | 2 pc ad : 
Pc | — 00, x 3 rádácini reale distincte 


eer 


FE 3 rădăcinii reale, cu ec —1f 


A II a af da 
(3 fà | mm che 
pE B. MES 2| 3 rădăcini reale distincte 


p=- 3 rădăcini reale, cu y = x45 3. 
8 | 


EI pa APS A AEO: ————— ARI E a A 
1 5 . M de 4a mea 
due d seg s o rádácinà realá 
Keren EE 
des 5 3 rădăcini reale, x, == x, 3, 
s | we (i, o). 


y (x) = 


Funcţia este continuă in punciele 2-3, +1, si nu este f e EE Tm | 
derivabilă, avînd puncte ungliularé ii) V = zi E pL 
Tu punctole ET d 54 uncfia este discontinuă, nu este deri- us "egi 
vabilá. Pus | | | 
| i 71.1) M " Box d. 
Be 


ul : 


A11.70. 


Determinant M = — (m — 1) (m? 4- 2m 4 3), 
a yn £ + 1, sistem compa'ibil determinat. 
b)m = 1 = rs = 2 = sistem compatibil 2 — nedeterminat, 
ii) Pentru m= 3 soluţiile sistemului sint: 

x EE 1, y == —1, Ez 0, 4 ou Kë 


P ss date TEE | poc 

iii) f(x) — 1n eV T ,Unde xc& R'«(—1,0, L 2j. 
Alque: ouf 

i | Fig. XI1.70 | 


b 
c 
| 


dama 


(conform unei 
— gll tg C 
Xx 


$i cum tg(arcig ele - x si tg(arcsin x) = Vi g Ke 


y 1 


teC=0=>CE (ix1*cZ. 


A 


: X 
iu) Integrind prin părţi obținem A= | arctg yia dx =s 


x | 
URL CUNT |s: : dx = > arctg VIS P 


Vic 


ly — Barci: 
2 m KR 


X 


73. x E RN [01; x — 0 este asimptotă verticală; y =: 
asimptoiă oblică; 


ee tt. dat e n da ata ȘI 


PRI A 
mL S Jl = 
B ^8 g X 


Ve dox cu uu £- 344 H 
o] unde f(x) a fost determi 


Page 


7. i) ji) = 


re: 


na'à după ce s-a, efectua 
respectiv diferența de sinusuri s-a transformat în produs, 


diferenţa de pătrate apoi suma 


719 . 


| ES în calcule s-a {inut cont de formula sin*a == 


T 1 ^ o | ză x 1 
e —| X — — Sin AX ARA a Pe d A 
al 2 2 . b 2 


1 — cos2g 
2 


== ES (3 -- 1n 2) =s Ec | 
2, 4 , 


D 


ii) fie q unde r £z 0 fiind ratia progresiei, 
X3 == qr ad 


Aplicînd relaţiile lui Viéte, vom obţine valoarea parames 
trului real m. i 


(124 1) Í E 
e 2 e pp 2 dx = 
Sek ox ed (x? + 1) 


yo — ta cs a 3) = 6 
=> A =4(4 costa — 3) < - 0. 


DS u 1*3 "T * 
[retg3 sin? y 


P 
= Y sin u cos 4 da = —__— 
d 


secta 3 ; 1! o " 
| à COS 4, € 


aretm 2 i E 2 j iu 
unde k LE 
iv) f(x) = 49 — 5x1 4 5x8 — b. Formám şirul lui Rolle. 
JG) -—95-—0, rss Lass? 
Ji EE 21 2d 


, 313 - Á 1 1 $ [4 ale a ES 
H = no a — În 4 4 arctg — j, lar in calcule s-a {inu 
seama. de relatiile tri igonomelrice? 


— —— ——— ci 


a |-ee 0 1 3 eo! Discutia 


a E a AERE 


E | "E 
ncn He | A b tb — 27—b co in SCH dă 


b iu 


ii) Vezi graficul XIl,76, 
B=- 2s 


A) = 
Aa? d = — ET 1875, 


BA 8) zer 23, 1436 8, 
43,6) = —2,89328 
JT == 6,1965, 


bc (—oo, —27) we Z (1, oo). 

qui) Pix)esxt—44x 
P'(xy-0-x-0, 1 =1l, 7 =2 

PO) — m, P(fy-—1- m, PQ) = m 


e 
-- 
ech 
ech 
dei 
me 
Kg 
- 
KEE 
RN 
"ng 
Mes, 
A 
Ka 
PO 


Pentru a deterntina rădăcina x,, vom aplica succesiv 
o tangentel și a coardei pe intervalul (3, 6; 3, 7), inter- 
ce a fost determinat folosind metoda î inj jumátátirii int ier. 


E 
La 


7x 


Pentru a determina rădăcina ecuaţiei vom aplica metoda, 
2 


d 2 deo 


CTS "n Ces 0 ^Discutia mbinată (a tangentei si a ee pe intervalul ( (2,3; 2,4). 
: ; : Bi KE . S KR e) PI 
SS pi 1 + HL 2H +00 rădăcinilor 5 iv | K x)dx | en —- mme e $ 
em CEA — 0 a ES E (—oo, 0) E Gë 5 
pts € 2, o9) BB f(x) ey, ERA] x= —1, asim- 
— 0 — +: 1x1 € (—eo, 0). 0 i 
" Xa e (2,00) 
= 


totă verticală; lim f(x) — 0, asimptotă « orizontală; lim, fi X) zx 


| Xs == Xa == As me CO P 
3 "OR , £d " i 3 
| =" wp => els " x(x + 3) (x — 1) 
| Xg € (0, 1) IPOD PU AT ^ (5D ToS 
E x € (1, 2) Tu 
| j 4x? + 2x? 4 4x 
| Lo nod € (2 eo) fa) == cd nm d pee 
9b o 0 BR 0 + 0 d Xi -— Xa == 0 (X 4 | 17? 
| Au SE E 
| — Jd —— Hr ————rBÉ——— 2d = 0 1 Hoo 
m E (0, ec) +o o +o + +o In Ya Xg a E 
| complexe EE ENE. E 
O Keniugate ) w —26? A col-00 A —5 'w —2e 7 co 
b fo S SH — 4x? E 4 — 1; f'(x) = tu(x — Dir — 2 Vezi graficul XII.78, 


O É muia a imp Ea aaa aaa a Ea am 


E RRE a RR 


Vezi graficul X11.77... 

111) S căutată 
este y Xo E (2, 09). Vom mic- 
şora int tervalul tinind seama 
de O consecință a proprietá- 
tii lui Darboux, și anume x, 
este rădăcina cáutatáesf(a)« 


TM « 0. eu x, € (a, D), i 
Fig. X11.77 apoi vom aplica metoda 
injumátátirii intervalului: "m 
2) = —L JO) =8; => f): 73) <0 = x E (2, 3) lo 
fQ,5) = 1,5625; f(2,4) = 1,2118; f(2,3) = —0,5239.. 
TIF. (15 


XII 


xix e e 
E pu B E. i a " E H 7 
HD 710 == graficul Al. 9. 


Xx*.-4-.4x9 4- (T — a 0 


X2 


+ da 


Pao. 
f'x) = x= l + 


2 E pi Ge (9. — a) Le — 1] iza 
S ka . a 


D PEA Pe ^ 
Dach f'(—1-t Va — 1) = 04 — 68a?4- 
si aplicînd șirul lui Rolle obținem: 


Ba? — 1364. + 183 =0 > 4,2 = 


183a— 112 dx 


68 4-5 Y 163. 
3 ; 
Deci numărul de puncte de-extrem pentru a € [1, oo) estt 
8 puncte dacă 2— a x 0 si a?— 68a? + 183a — 112 zi 
2 puncte dacă 2 — a = 0 si a? — 68a? + 1834 — 112 E 
(si.cel pajin un punct de inflexiune) și 1 punct dach 2—a% 
si a? — 684? 4- 1834 — 112 =0 (si cel puţin două punc 
de inflexiune). | | 
79. i) Pie A(x) = ln(x? + 3x 4- 2) — 

3 —x(3x + 5) 
2 2(x* + 3x + 2) 
si cum funcţia 4 estemmonoton descrescătoare: 


tun In 2. 
2 


e o 


e 


deoarece x>0 
=> A(x) <0. 


; e domeniul de 
i In(z? + 3n 4-2) und THERE 


derivabilitate este 
= lim 


Tio 


I emend ac 

qe. l lnn 

în calcule s-a aplicat teorema lui l'Hospital. ! 
ii) f(x) = ln(x + 1) (a 4-2); rel~o, —2) U(—1, og 

y= —2 şi x = —1, asimpiote verticale. 


Ti 


X ] - 
ln ———— pentru x > 
o 3 g 


$0. f(x) = 


A^ 


A 


me 


x € RNI 


—3, —1, 45, S; r= d 
verticale; y = 0, asimptotă orizontală. 


hod 


al — - ENS (x—09(—3 
A c ves //N fo =P A | 
oo y Y SS 


(+ Dde 3) 


os 


————- pentru x € 


V 


SN 
N 


N 


ie 


X 


W 


NS 


N 
A 


re 


Fig. X11.79 


pentru x « 0 și — 


pent Tu x - ( E, e 3) Ut e 


1x10 


O; 


4-1, x z 4+3, asimptote 


HU ea) 
1,0) 


pt 


Ín punctul de coordonate 


un punct unghiu 


———— CORSA 


ENEE 


Se observá cá functia este pará, adicá f(x) 
„deci graficul va fi simetric fată de ordonată, 


Vezi graficul XII.80. 


f(x) =0 sp o 


? E 2(a—2)x —a-0 si x 


Y f 
co 


sef EE E 
0, 3] graficul functiei admite 


lar, iar ecuaţiile tangentelor în acel punct 


ir (gay 


y pentru x € (—oo, —3)U(— 1,0). 


NS 


E e E 


SENSN 
TEE 


Fig. XII.80 


ax*--2(a—2)k —a 


A — 


=1=>q 


ii C IL + ES " 
EE: 


d 


TOT Ee 
HD fa) = | | 


ER 


; 
— 5 — E x 
A E á ^ Fig. XII.82 
| po 
iv) A =i | (32 + x-E2) dx ch METTE 4x--4 m 


2 


1 -cos i 
gm 5 . cos? u du = 5 a 13-005 24 du == 5 ( 4 + P sin d + 


unde ¿= Y 5 sin u > u = = atesin (2 j- 
23*?--x —2 pentru x = (—os, 
eis : 2 
83. f(x) =) * ji +2 pentru x € (—2, prs 
2444 x —2 
—————————— pentru x € Il, co) 
9x —1 
4x + 1 pentru x E (—oo, —2] 
»: —1 pentru x € (—2, 1) 
f (x) 4x? = 4x + 3 


——— pentru x € [—1, oo 

[ese c SET 
Funcţia este continui în pu unct Add x = —2, 

Funcţia nu este derivabilă in x = = 

| 4 ^ pentru x € (—oo. —2] 


7j 


0 pentru x € (—2, 1) 


ii) f(x) = —8 
—————- pentru x E[l, oo 
locura dr 


y= x+ 1 asimptotă oblică pentru. x — 4e 


Ín punctele d 4) si i BU 5 1) graficul funcției admite 


18) 


DES 


puncte unghiulare, în care Lange ntele la grafic sînt; 


A | Tx +y de 10 E 0 


¡PA 
Vezi graficul X11.83. 
iii) Cum funcția este 
continuă și derivabilă pe 
[1, 2], atunci ise poate 
aplica teorema lui La- 
grange: 3 cel puţin un 
unct c € (1, 2), astfel 


încât: | Fig. XIL83 


| H j 
DE 20) e E NE eic 


== A LES ELS EE, sea 
EE E A 
1 eg 
=> (= IV 5 ^ jar solutia este c = 1+V/3 € (t, 2); 


f-—2 


4 l . 
iv) V= | f(x) dx = di 


Go SE x — 


—4 


- 2)2 dr as 


A N ERE ud 
de di (— X + 2)" dx 4 T | [ vues n dx zm 


—2 "E 


= n(4 yê A X3 4- 4 + 4x? — 8 x? pm 4x) | 


| 


84. Vezi figura X1.84. ^ q 
Deci rădăcina dy € — se] sau micsorínd intervalul 

3 
obținem: ay € Q, 3), interval pe care aplicám  succesiv 


metoda coardei si metoda tangentei. 
à x3--x?(1--2a)— x—a ^u. 
. 1) xE RN {—1, 1 0} V e (x) Kg A D e E 


f(x = suce EES X= Í = g = — 1, 


i i 
Es . aedi eu Cus. x1 F 
X) == ee e ; j "(x See ef D X omm o— 1, 
ii) Ji p Wider 


x= 0, asimptote verticale; y = x — 1, asimptotă oblică. 


x | —00 zx 0 +-00 


pap x 3 IL 
f(x) i 60 A +00 | -Loo NO — FO oo PS 


ën 


E J c (dX a f 1 A ^i i 
AE >C pr ; J A ABC = = | axtdx — e 
Pone ; d LN 
3 dà x y T 
/ a 
SR ETENIM ORENSE gef 


x 


3 2 : n & — (EH ei i. , 
Fie j ta ) mum eee € SE 37 Së E ES i f ( a) == E e A "d Fi E XIL8S5 
9 


Fla) = 0 > at — 6a? — 4a +9 = 


dar cum a > |, a'unci a? — Sa 9- = 0, lar rădăcina reală 
a ici ce afià folcsind metode de c alcol numeric și anume; 
E gla) = a? — 5a — 9. Formám șirul lui Rolle: 


d mi d LES NES = | 


11% 


y? 


= 4 c d m 


i 
ex 
Mm 
f 
| 
rd 
EEN 


n? ER 12u—1 3 == 0 MS SENSA 3 d 10 


u == SIn d == ——— m sin d mm € ux 


14 


5x ; 
== — ¡qe e sau Sing = — — = 


f) | de DO eene E 


fx) | 0 7 n3 X 0% —co 


2 2 cos x pA — —2(sin x + 2) 
MEA) eee s F'(x) ze : 
Ma) EROR] i 2 sin x (x) (1 + 2 sin x)? 


" 2. cos x | (2 sm ER + ED, 
A E p id ( x) = ES d Sg 


ES F este o functie — de p 
Vezi graficul ATE a. 
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